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Important Safety Guidelines for Readers

This book discusses the normal operation, commissioning, and troubleshooting of
control systems. Operation of industrial controllers can produce hazards, such as:

. Large amounts of heat

. High-voltage potentials

. Movement of objects or mechanisms that can cause harm

. Flow of harmful chemicals

. Flames

. Explosions or implosions

Unsafe operation makes it more likely for accidents to occur. Accidents can cause
personal injury to you, your coworkers, and other people. Accidents can also damage
or destroy equipment. By operating control systems safely, you make it less likely that
an accident will occur. Always operate control systems safely!

You can enhance the safety of control system operation by taking the following
steps:

1. Allow only people trained in safety-related work practices and lock-out/tag-out
procedures to install, commission, or perform maintenance on control systems.

2. Always follow manufacturer-recommended procedures.
3. Always follow national, state, local, and professional safety code regulations.
4. Always follow the safety guidelines instituted at the plant where the equipment

will be operated.
5. Always use appropriate safety equipment, for example, protective eyewear,

hearing protection, safety shoes, and other protective clothing.
6. Never attempt to override safety devices such as limit switches, emergency stop

switches, light curtains, or physical barriers.
7. Always keep clear from machines or processes in operation.
8. Provide reliable protection, such as mechanical stops and emergency off

switches, so that unanticipated behavior from the controller cannot harm you
or anyone else and cannot damage equipment.

Remember that any change of system parameters (for example, tuning gains),
components, wiring, or any other function of the control system may cause unexpected
results, such as system instability or uncontrolled system excitation.

Remember that controllers and other control system components are subject to
failure. For example, a microprocessor in a controller may experience catastrophic
failure at any time. Leads to or within feedback devices may open or short together at
any time. Failure of a controller may cause unexpected results, such as system
instability or uncontrolled system excitation.

3
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This book presents observers, the use of which within control systems poses certain
risks, including that the observer may become unstable or otherwise fail to observe
signals to an accuracy necessary for proper system operation. Ensure that observers
behave properly in all operating conditions.

If you have any questions concerning the safe operation of equipment, contact the
equipment manufacturer, plant safety personnel, or local governmental officials, such
as the Occupational Health and Safety Administration.

Always operate control systems safely!

4 " IMPORTANT SAFETY GUIDELINES FOR READERS
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Chapter 1

Introduction to Controls

Control theory is used for analysis and design of feedback systems, such as those
that regulate temperature, fluid flow, motion, force, voltage, pressure, tension, and
current. Skillfully used, control theory can guide engineers in every phase of the
product and process design cycle. It can help engineers predict performance, anticipate
problems, and provide solutions.

Colleges teach controls with little emphasis on day-to-day problems. The academic
community focuses on mathematical derivations and on the development of advanced
control schemes; it often neglects the methods that are commonly applied in industry.
Students can complete engineering programs that include courses on controls and still
remain untutored on how to design, model, build, tune, and troubleshoot a basic
control system. The unfortunate result is that many working engineers lay aside
analysis when they practice their profession, relying instead on company history and
trial-and-error methods.

This book avoids the material and organization of most control theory textbooks.
For example, design guidelines are presented throughout; these guidelines are a
combination of industry-accepted practices and warnings against common pitfalls.
Nontraditional subjects, such as filters and modeling, are presented here because they
are essential to understanding and implementing control systems in the workplace.
The focus of each chapter is to teach how to use controls to improve a working
machine or process.

The wide availability of personal computers and workstations is an important
advance for control system designers. Many of the classical control methods, such as
the root locus method, are graphical rather than analytical. Their creators sought to
avoid what was then the overwhelming number of computations required for analy-
tical methods. Fortunately, these calculations no longer present a barrier. Virtually
every personal computer can execute the calculations required by analytical methods.
With this in mind, the principles and methods presented herein are essentially analy-
tical, and the arithmetic is meant to be carried out by a computer.

5
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1.1 Visual ModelQ Simulation Environment

Most engineers understand the foundations of control theory. Concepts such as
transfer functions, block diagrams, the s-domain, and Bode plots are familiar to most
of us. But how should working engineers apply these concepts? As in most disciplines,
they must develop intuition, and this requires fluency in the basics. In order to be
fluent, you must practice.

When studying control system techniques, finding equipment to practice on is often
difficult. As a result, designers often rely on computer simulations. To this end, the
author developed, as a companion to this book, Visual ModelQ, a stand-alone,
graphical, PC-based simulation environment. The environment provides time-domain
and frequency-domain analysis of analog and digital control systems. Visual ModelQ
is an enhancement of the original ModelQ, in that Visual ModelQ allows readers to
view and build models graphically. Dozens of Visual ModelQ models were developed
for this book. These models are used extensively in the chapters that follow. Readers
can run these experiments to verify results and then modify parameters and other
conditions to experiment with the concepts of control systems.

Visual ModelQ is written to teach control theory. It makes convenient those
activities that are necessary for studying controls. Control law gains are easy to
change. Plots of frequency-domain response (Bode plots) are run with the press of a
button. The models in Visual ModelQ run continuously, just as real-time controllers
do. The measurement equipment runs independently, so you can change parameters
and see the effects immediately.

1.1.1 Installation of Visual ModelQ

Visual ModelQ is available at www.qxdesign.com. The unregistered version is avail-
able free of charge. Although the unregistered version lacks several features, it can
execute all the models used in this book. Readers may elect to register their copies of
Visual ModelQ at any time; see www.qxdesign.com for details.

Visual ModelQ runs on PCs using Windows 95, Windows 98, Windows 2000,
Windows NT, and Windows XP. Download and run the executable file setup.exe for
Visual ModelQ V6.0 or later. Visual ModelQ installs with both a User’s Manual and a
Reference Manual. After installation, read the User’s Manual. Note that you can
access the Reference Manual via Internet Explorer by pressing the F1 key. Finally,
check the Web site from time to time for updated software.

1.1.2 Errata

Check www.qxdesign.com for errata. It is the author’s intention to regularly update
the Web page as corrections become known.
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1.2 The Control System

The general control system, as shown in Figure 1-1, can be divided into the controller
and the machine. The controller can be divided into the control laws and the power
converter. The machine may be a temperature bath, a motor, or, as in the case of
a power supply, an inductor/capacitor circuit. The machine can also be divided into
two parts: the plant and the feedback device(s). The plant receives two types of signals:
a controller output from the power converter and one or more disturbances. Simply
put, the goal of the control system is to drive the plant in response to the command
while overcoming disturbances.

1.2.1 The Controller

The controller incorporates both control laws and power conversion. Control laws,
such as proportional-integral-differential (PID) control, are familiar to control engi-
neers. The process of tuning — setting gains to attain desired performance — amounts
to adjusting the parameters of the control laws. Most controllers let designers adjust
gains; the most flexible controllers allow the designer to modify the control laws
themselves. When tuning, most control engineers focus on attaining a quick, stable
command response. However, in some applications, rejecting disturbances is more
important than responding to commands. All control systems should demonstrate
robust performance because even nearly identical machines and processes vary some-
what from one to the other, and they change over time. Robust operation means
control laws must be designed with enough margin to accommodate reasonable
changes in the plant and power converter.

Virtually all controllers have power converters. The control laws produce informa-
tion, but power must be applied to control the plant. The power converter can be
driven by any available power source, including electric, pneumatic, hydraulic, or
chemical power.

Control
Laws

Plant
Power 

Converter

Feedback
Sensor

Command

Feedback

Response

+ _

Controller Machine

+

DisturbancePower

+

Figure 1-1. The general control system.
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1.2.2 The Machine

The machine is made of two parts: the plant and the feedback. The plant is the element
or elements that produce the system response. Plants are generally passive, and they
usually dissipate power. Examples of plants include a heating element and a motor
coupled to its load.

Control systems need feedback because the plant is rarely predictable enough to be
controlled open loop — that is, without feedback. This is because most plants integrate
the power converter output to produce the system response. Voltage is applied to
inductors to produce current; torque is applied to inertia to produce velocity; pressure
is applied to produce fluid flow. In all these cases, the control system cannot control
the output variable directly but must provide power to the machine as physics allows
and then monitor the feedback to ensure that the plant is on track.

1.3 The Controls Engineer

The focal task of many controls engineers is system integration and commissioning.
The most familiar part of this process is tuning the control loops. This process can be
intimidating. Often dozens of parameters must be fine-tuned to ensure that the system
lives up to the specification. Sometimes that specification is entirely formal, but more
often it is a combination of formal requirements and know-how gained with years of
experience. Usually only the most senior engineers in a company are capable of
judging when a system is performing well enough.

For some control systems, each installation may require days or weeks to be
correctly commissioned. In a complex machine such as a rolling mill, that process
can take months. Each piece of the machine must be carefully tuned at the site. So even
after the design of the machine is complete, the expertise of a controls engineer is
required each time a unit is installed.

Although most controls engineers focus on installation, their job should begin when
the machine is designed. Many companies fail to take advantage of their controls
expertise early in a project; this is shortsighted. A controls engineer may suggest an
improved feedback device or enhancements to a machine that will help overcome a
stubborn problem. Ideally, the project manager will solicit this input early, because
changes of this nature are often difficult to make later.

The controls engineer should also contribute to the selection of the controller.
There are many controls-oriented factors that should be taken into account. Does
the controller implement familiar control laws? For digital controllers, is the processor
fast enough for the needs of the application? Is the unit appropriate for the support
team and for the customer base? The selection and specification of a controller often
involve input from many people, but some questions can be answered best by a skilled
controls engineer.

What is the role for control theory in the daily tasks of controls engineers? At its
root, control theory provides understanding and, with that, intuition. Should the

8 " CHAPTER 1 INTRODUCTION TO CONTROLS
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company purchase the controller that runs four times faster even though it costs 25%
more? Should they invest in machine changes, and what will be the expected improve-
ment from those efforts? How much will the better feedback device help a noise
problem? Understanding controls doesn’t guarantee that the engineer will have the
correct answer. But a firm grasp on the practical side of controls will provide correct
answers more often and thus position the controls engineer to provide leadership in
process and product development and support.

1.3 THE CONTROLS ENGINEER 3 9
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������� � ���	��	 ���� ��� ����� ������ ������
 �� ��� �������	
� ��� ����	�� �� ����
��� ����� ������ ����� �� ����� ���� �������	
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� ����� ' 0 ����� � ���
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���� �� ������ ��	���� ���	���	�� ���
����� ��	� ��
����	����� ��� 
�	����	�� ���
����� ��	� �� ������� ��� ��������� ����� ' ' ��������
� ���� �� ����� ���
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�
������ +
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 �� ������� �� �� �
�����	� �� �����	� � 	������ ���� ��� �
�����	� ��
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 !�� �� ����� ��
�< ����	���	�� 	���	����	�� ��� ��������	�� A�������	� ��
������������ �� ��� 	������ !��� ����	���� �
�����	� �� �� ���������� �� ��� ����������
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�����	� �� �� ���������� �� ��� �������� �� !���
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�������� ��������	�2 ������� �� �� �
�����	� �����	��
� !�� 1	������� ����	��
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����� ' ' ������� � 	������ 	��	��� �� 	�������� 7���������� ��� ����� ���
���� ����

� ����
 �� 	������ � ���� 3�� �#�
���� � ������� �
���
 ������� ���� �� 	������ �
���
-� ��
��������� =��� ��� !�� 
��� �� 	��������� ���� �		���	
� � ������	�
������ 	�� �� ����� �� 
������ ��� !��. 	������ ���� ��� �������� �� 	�
���� ���
������	� ��� 	�

��� ������� �� �������� ��� ���	�� ���� ������� �� ��� ����	����
����� �� 3����� ' '. �� �� ���� ����	���� ���� ���� 	������ �
���
� ����� ���
 �����
���	������� �� ������������

��� ����� ������
 	������� ��� 
��� ��������� ���
���� �� ��� 	������ �
���
�
��� ����� �� ����� ��� ����� ��� �#������� �� ����� ��������� ��� ��#��
 �� ���������
�� ��� "�� ���������� 3�� �#�
���� �� ���� 	��� ����	��� �� � ����� �����
 ������

���������. ���� ��� ��� ����	���	� ��	����� �� ��� 	������ ������	��� ��� �����

�- � ������� � ��� 	��
����
 ������
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F������ 1� 2 ��� 	������ 1�2

����	���	� 1 2 �1�2 � ��	 �1�2 �1�2 � �	 �	1�24��
7���	����	� 1!2 �1�2 � �4� 	 �1�24� �1�2 � �� � �4� �	1�2��
A�������	� 1"2 �1�2 � �	 �1�2 �1�2 � �	 	1�2

��	������	�� �����	���

F���	��
 1�2 ��� ���	� 1�2

6����� 1#2 �1�2 � �4� 	 �1�2 �1�2 � �4� 	 �� 1�24��
D��� 1�2 �1�2 � �4� 	 �1�24� �1�2 � �� � �4� �� 1�2��
8�
��� 1�2 �1�2 � �1�24� �1�2 � � 1�24�
�������	�� �����	���

A����
 ����	��
 1�2 ��� ������ 1�2

6����� 1#2 �1�2 � �4� 	 �1�2 �1�2 � �4� 	 ��1�24��
������� 1$2 �1�2 � �4� 	 �1�24� �1�2 � �� � �4� ��1�2��
8�
��� 1%2 �1�2 � �1�24� �1�2 � �1�24�


���� �����	���

?������� 1&2 ��� !��� !�� 1�2

������� 1�2 �1�2 � �� 	�1�2 �1�2 � � 	 ��1�24��
7���	����	� 1!2 �1�2 � �4� 	�1�24� �1�2 � �� � �4� ��1�2��
A�������	� 1"2 �1�2 � �	�1�2 �1�2 � �	 �1�2
���� ���

��
�������� ��������	� 1$2 ��� ���� !�� 1�2

7���	����	� 1!2 �1�2 � �4� 	�1�24� 
1�2 � 
� � �4� ��1�2��
A�������	� 1"2 �1�2 � �	�1�2 
1�2 � �	 �1�2

��� �������� �	 �����	�� 	�������� � �.
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� ��� ������	�� ��������������� ��������� �� 
��� 	������ �
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� ������
�� ����������� $��	�� ��� 
����� �� ����	��� ����� �������� ���	����� �� >���� +
���	��
��� �������� ���	����� ��� ������
 ����	���� ���� ����� � ��
��� ��������������� ���
	��������� �� /����� �� �� ��� �	��
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$ �������� � ������� �� 
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 >���� +
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3����� ' & ����� � ���	� ������
 �� � ��
��� 	������ ����� �� 	����	�� � ������ 
������ 	��������� ���� � ���� �� # �� � ����� ���� �� �� ���������� ���� � ���� �� 0@@@�
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 �(��0	
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 	�� �� ����������� �� ��� �����	� �� ��� ���������� ���	��� 3�� �#�
���� ���
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 	�� �� ����	�� ����� ��� �41�� � 2
����� ��� ������� ���� �� '1�2 ��� ��� ������	� ���� �� �1�2� ��� �������� ���	���� ��
��� ���� �� �1�241�� �1�2 1�22 �� ����� �� 3����� ' )�

��� �41�� � 2 ���� 	�� �� ������� �
 ��������� �� 3����� ' )� ���� ��� ����� ������
1�1�22 �� ���
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 ��� ���� ��

���� � ���� � ���� ���
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9�� �� ��� ����� �� ������� �����	�� �1�24�1�2 � �1�241�� �1�2 1�22�
=� 	�� ����
 ��� �41�� � 2 ���� �� 3����� ' & �� ��� ��� �������� ���	����� �����
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+

+
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+
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���� ��� ����	��� ���	� ������
� ���� 
������� ������ ��� ���
�� ���	��� ������ �

��������� ��� ���	� ������
 �� � ������ !�� ������0 ��� 	������ �
���
 �� ������� ��
� 	����	���� �� ����� ��� ������ >���� ����� ����� ����� ����� 
���. ����� ��������� ���
� ��
��� �������� ���	���� �� ���	��� "���� 
��� �� �������	������. ���� ������ ���

������ ���� ��� ��� ���
 ��� ���������� + �
��	�� ���	� ������
 �� ����� �� 3�����
' C. ��� 	������������ ������ !�� ����� �� ����� �� 3����� ' G�
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 ��� ������ !�� ����� ����� �� D����-� ������ !�� ������� ��� ������ !�� �����
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� 	�� �� ������� �
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+ �������� ���	���� 	�� �� ���� �� 	��	����� ��� ������ ��� ���� ����� ��
 �����
�������
� �������� �� 	�� �� � ������� ���	��� ��� ������������� �������� 3���������
�
��� 
��� �������	
 ��
��� ����
���� �� ���� ��� � ���� ���� ������ ��� ���� ���� ��
������ �
��� ��������� �������
�. ��-� ��� ���
 �������
 ���� ���� ��� 	�����
����� �� � ������ 	������ �
���
� + ���� ���� ����� ����
� ��������� � ���� ����
������ �� ��� ��
� �������	
. ��� ���
 ��������	� �������� ������� ����� ��� ������ ��
��� ���� ��� ��� ������ ���� ��� ��� �������� �� �� "�� �
���
 �� ��
 ��� �������	

	�� �� 	����	����:�� 	�
������
 ������� ���
 ����� ��� �����

I��� 
������� ��� ��������	� �� �
������� �� ����� ��� ������� I��� �� �����
�#������� �� ��	������ �� �$� ��� �� ������ ��

I��� � ��	 "�����9H���>� ������

����� 9H� ��� �> ��� ��� 
��������� �� ��� ������ ��� ����� ���� ������ �����	�����
�
���� �� ����� �� 3����� ' (� ?���� ���	����� ��� ��
� ����� ������� ����� ��� �������
���� ��� 	�� �� �#������� �� ����� �� ��
� 1�8/"�+2 ��� 
��� ����� �� �#������� ��
�������� ����� &C@
 �� ���������� �� ��� ������ �� ��� ����� ���� ����� H�����
� ���
������ �� 	��������� �� ������� 1�� ��� ����� ��2 ��� ������ 6� ����� �� ������ ��

?���� � ����	 � 	 �8/"�+

 ������

3�� �#�
���� �� ��� 	������ �
���
 ��� �#	���� ���� � 0 F� 0@ �: ���� ���� ��� ���
������ ��� @�G F ��� ������ ��� ����� �
 0'�) 
��	<

I��� � �� "������������� � �� �$

?���� � ����	 ��	 ������
 � ���
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�
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?���� ��� ���� 	�� �� 	��	������ ���
 ��� �������� ���	���� �
 ������� � � 
 	 ��� �
����� � �� ��� �#	������� �������	
 ��� 
 � ���������

�
� 3�� �#�
���� 	������� ��� ��������

���	���� �� /������� '�0'� ���	� �� � ��� ���� �����<

���� � ���	���� ���	� ������
>��� �������� ���� �������� ���	���� �� 0@ �: 1C'�( ���4��	2<

����
�����: � ���	������
 � ���	�
� ���	�����	
 � ���	�
� ���� ���
 ������

��� �������� �� � �������� ���	���� 	�� �� 	�������� ���
 � 	�
���# ��
��� �� �
������ �
 ����� ��� 
�������� �� ��� ��
��� �� �$ ��� ������ ��� ��	������� �� ���
�
������
 ������� ���� ��� ���� ��� ������ 0(@
 �� ��� ���� ���� �� ��������<

���� ���
 �
����������������������
���� � ����

�
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IN

OUT

Gain = 20 Log10(OUT/IN) Phase = –360 × F × tdelta

time

tdelta

Voltage

Input(t) Output(t)


����� ��(� 8��� ��� 1��	��

��� ����� ��� ���� � �'



������������	
��	
������������ ������
��������	�������������������� � �	 � ���������� ���������  �!"�#

��*�� ���� +(��	< +��	� ��� 8��� ���	�	 ���5�����

J������ ��� ����� ��� ���� �� � �������� ���	���� �	���� � ���� ����� �� �������	���
�������� � ����� �
���� �� �����
����� ����� ���� ���	����� $��� ����� ���� ����
�����
����� ������	���
. ��� ���� �� ��	����� ��� ����� �� ������� ��� ������� �������
��� �������	
 �� ����:� ��� �������	
 �	��� �� ��������
�	 ��� ��� �����	�� �	���� ���
������� 3����� ' B ����� � $��� ���� �� ��� �������� ���	���� �� /������� '�0'� ���
�������	
 ����� ���
 '�: �� )@@ �: 1��� ������ ���� ����� ��� ����2� ��� ���� ��
����� �� ��� ��� ������ �	���� �� '@ �$ ��� ��������� ���� @ �$ �� ��� ����� 	����� �����
?���� �� ����� �� ��� �����
 ����� �	���� �� B@
 ��� ��������� ����� @
 �� ��� 	�����
����� >���	� ���� 0@ �: �� 
����� �� ��� $��� ���� ���� ��� ���� 1�� �$2 ��� �����
1���
2 ������ �������� ���� /������� '�0&�

8����
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� 	���� +�
���
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���
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 ���� ����������� 3�� �#�
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��
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�
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��������� $��� ����� ���� ����� ��� ���� ������� ����� �������	
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�� ��� ����� $��� ����� ���� 	������	��� ����� � ������ �� �����#�
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���
�� 	�
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���� ���
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�������	
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������ ��� ����� ���� �		��������
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Gain

Phase
10 Hz 100 Hz
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6������� ��
� �� 
������� ���
 ��� ����� ���� �� ��� ���� �� ��� ����� �����
��� ������	� �� ������ )� 1��
���
�� '�2 �� ��� 	�

����� ������ 3�� �#�
����
3����� ' 0@� ����� ��� ���� �������� �� ��� A?D 	�

���� ��� �#	������ �� '@
A?D� �� ��� �
���
 ���� �� ������� ���� ��� 	�

��� �� ������ )� 10 A?D2 ��
��� ���� 	�

��� 10@ A?D2� ���� ��� ���� ��� �
���
 ���	��� B A?D� ���� ��
��
����� �� 3����� ' 0@�� �� ����� @�@0 ��	� 3����� ' 0@� ����� � �������� �
���
. ��

Command

Feedback

Command

Feedback

5% Settling Time 
= 0.01 sec

5% Settling Time 
  = 0.055 sec

(a) (b)
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���� ��� ���� ���� �� �����#�
����
 ����
 102
�� ��� �������	��� ��� ���� �� 
�	� ���� ���� ����
 �� ���� �������	���� 7������� � �����
�����
 ���� �� ���������� �� �����	� ���� ���� �������� �� �� 0@@�:� =� ����� �#��	�
���� ����� �����
 �� �� �����
 �����	� �� ��� �������	���� ��	� �� 0�:� �� ����� ��
�������� �� ��� �������	
 ��	������ �� ��� ����� 0@@�:� ��� �� �����	� ��
��� �� �������
�� ���� �������	���� ��
� ����� 0@��:� ����������� ���� �� � $��� ����� �� �#��	� ���
���� �� �� ����
 1@ �$2 �� ��� �������	���� �� ����� ������� �� 
������� �������	���� ��� ��
	������� ������� �� ���
 ��� ������ �� ���� �������	����

3����� ' 00� ����� ��� $��� ���� ��� ��� �
���
 ��������� �� 3����� ' 0@�� ���
�������	
 ����� ����� ���
 0�: �� )@@ �:� +� ��� �������	
� ��� ���� �� ����
 1@ �$2�
+� ��� �������	
 ��	������� ��� ���� ������ �� ����� +� ��� ������� �������	
 ������ ���
���� ��� ������ ��� ��������� �� ��� �$� ���	� �� ���������� �� � ���� �� 0@�� +� ���
�������	
 ��	������� ��� ���� ���� 	������� �� ����� 7����� ���� �������������� ��
	�

���
 
������� �� ��� �������	
 ��
��� �� ��� %��	��	
)� ��� �������	
 �� ���	�
��� ���� ��� ������ �� �$� �� �� � ���� �� ����� G@�� �� 3����� ' 00�� ���� �������	
 ��
����� )' �:�

Gain

Phase

Gain

Phase

–3dB at 8.8 Hz
–3dB at 52 Hz

(a) (b)


����� ����� ���5����� ��	1��	� 3���� 1(��4 �� 3�4 � ��	1��	��� ��� 3/4 � 	(�

�	� 	�	����

�- � ������� � ��� 	��
����
 ������



������������	
��	
������������ ������
��������	�������������������� � �� � ���������� ���������  �!"�#

3����� ' 00� ����� ��� $��� ���� ��� ��� �
���
 �� 3����� ' 0@�� A�	��� ���� �����
��� 	��������� ����� ���� ������ ���� �
 � ��	��� �� )� >�� ��� $��� ���� ����� ���
��������� ��� ������ �� (�( �:� ��� ���������� ���� ��� �������� ��
�� ����� ���
�������� 1���� ����2 �
���
 �� �� 
�	� 
��� �����������

6������� ��
� �� ������� �� ���������� $�������� ���������� �����#�
����
 �� ���

��
 ����
��
 �� ��� �
���
 �		������ �� /������� '�0;<

� � ��� �$= 	 ��� ������

����� � �� �� ��	���� ��� �$= �� ��� ��������� �� ����:� =��� � ��
��� �����#�
������
��� �
���
 �� 
������ �� ���4�� 3�� � ���� 	�

���� ��� ������� �� ��� ��
� 	�������
�
����� ���� ��� ����� �� ����	�� �� 'G� 1���2 �� ��� ����� �� ��� ����� �� ��� ��
� 	��������
��� ��
� �� ������ �� )� �������� �����#�
����
 ����� ��
� 	�������� 1��� � ����2� ���
�������� ��
� �� '� �������� ����� ���� ��
� 	�������� 1��� � ����2� 6��

��� � ��� �$= 	 ��� ������
��� � ��� �$= 	 ��� ������

����� ����� � ��������� �� )' �:� 
�� ����� �#��	� � )� �������� ��
� �� @�@@B ��	�
��� ��� � ��������� �� (�( �:� 
�� ����� �#��	� � �������� ��
� �� @�@); ��	� ����
	��������� ���� ���� ��� �#�
���� �� 3����� ' 0@� ��� ��

=��� 
�������� ��������� ��� 
�������� �� ��� 	�

��� 1���� �� ���� ����2 
���
�� �
��� ��� ��� ������� �� �� 
���������� ���� �� �� ��� �
���
 ���� ��
��� �� ��� ������
����� �� ��������� ������ ��� 
������
��� �� ���������

��-�� "��/�(���

6�������
 ���	����� ��� �����	����
 � �
���
 ������� � 	�

���� �� �	���
�	�� 	�� 
��������� ��
� �� ����� ��������������� �������� �
���
� 1����� ���� ���� ��	������2 ���

������ �
���
�� �������� �� �������
� ���� ��������	� �� �� ������ 	��������	�. � �
���

���� ��� ���� �� ��������
 �� ��� ������ ���� �� �� ���� ��� ���� ��	������� ��� ��	�� ���
������� ��������� �� 
�������� ��� ������ � �
���
 �� ��� 
��� ���	����
� ��� 
�	�

����� �� ��������
 ��� �
���
 ����������

�� ��� ��
� ��
���� ��������
 �� 
��� 	�

���
 
������� ���
 ��� ���� ���������
��� ��
 	����	�������	 �� ���������< ��� ����� �� ��� ���� �� ��� �������� �� ���
	�

����� 	������ ��� �
���� �� ��������� ���� �� �		������� �� �����	������ ������
���
 @� �� ������� &@�� 3����� ' 0' ����� ��� ���� �������� �� ��� 	����������� 9�
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 ��	������� �� ��� ���� ����� ������ ��
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������ �� ��������
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loop is a sign change!
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180° lag with 0 dB gain
means instability! –1 dB ∠ –61°
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Phase lag begins decline at
about 1/10 of the filter bandwidth.
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Phase starts at 0°, then falls.

Gain starts at 0 dB, then falls.

(a)

Phase starts at –180 °,
rises, and then falls.

Gain starts high,
then falls.

(b)
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Gain crossover
(~50 Hz)

PM = 55 °

(a)

Phase crossover (~240 Hz)

GM = 15 dB

(b)
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 � 	������	�� �� ����� #�
�
 ��	��
�	���� ������	
 ��
 �� �������	�� �� 	�� ������	��� �� ����	��
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A����	 ���� �� 	�� �������
� 	���� ������ �6 7!�5% ������
� ��	� �
������ �7 6!�5%
������
� ��	� �
������ �
� �$ 6!�5% ������
� ��	� 	������	��� '
 ���� ����� ���� 	��
1��� ���	� �����	!����� �

����� �
 	�� 03# ���� 	� ���� ��������� � ������� 	��
��
����	� ����
 �
 	�� ������!���� ���	�� =�	��� ��� �
������
� ����
 ������ ��
�!
���	� ���
 �
 ����� 	� ���� �	�����	
 ���	���� ��
�	�
	� ����� 	�� 22<��
** ��		�
 �
 	��
03# �
� ������� 	�� ����� �����
� ��� ���� �� 	�� 	���� ������ =�	��� 	��	 �
 ����
���� ��)��	�
� 	�� ���
 	� �����
�	� ��������	 �������� ����	 	�� ���� ����� �����

�D:� � �������
� ���	��� �����
�� 	��	 /� �
� ��������	 ��� ������
 ����	�� ��������
�� �	�����	
�

��� ���	 �� 	�
�
� � ����	�� ��
	������ �� 	�� ���� �� �	 ��� ��� 	�� �
���� ��
	�������
��� �
	����� ���
 �� ������ �
	�� 	�� ��������	 ���	� 	�� ������� ��������� ����� ���
	�� �������	��
� E�� ��� �
�������� 	� ��������
	 ��	� 	�� ����	�� ��
	������� ���
��
	�� ������ 	��� �
� ���
�� 	�� �������	��
 ����
 �
� 
�	��� 	�� �����	� �
 �	�����	
�
#�	�� ���� ���
��� ��	�
� �>/ �
� 
�	� ��� ��
��� ����
� ����� �>/ ���
� 3�
�� ����
������	��
�� ���
� ��� ��&����� ��� �����
���� ��
	��� �
�	���� 	�� ��
� ��	���

������
� ����� ��� �
� �����
����
��� ������ �� ������

��� ��
����
� ��� ����
� &���

��� ��	���	� ��������
�� �� � ����	�� �
�	�� ��
 �� ��	���	�� ����� �
 � �����
�	��

�� 	�� ������ �
	����� �
� ������	��
� ����	 	�� �����
	� �� 	�� ��
	��� ����� #�����!
���� ������	��
� ���
 �
 	�� ������ 	���*� ���
� 	�� ����	�
� ���	�� �� ��������
���
���� �� 
�	 ����
� 	�� ����. ��

 �
�	��� �� 
�	 ������� 	�� ���� ��	�
	��� ��������
��	� � ����
 ������ �
	����� ������� �	��� �����
	� �
 	�� ���� ��
 �� ���� ��

���
� ����	�
� 	�� ���� ���
 �
����
��
	�
� ��� �������
� ���������
 ����
� ��	�
���������� ������	��
�. �	 �������� 	�� ���	 ��	���� �	 � ����
 ������ �
	������ 8�	���
	�� �����	� ���� �� ��	�
��� 	� ����� ����� ������	��
� ��� ���� ����������� ��� �����!
��
�� ���� ��� ����	 ��	���
 ��
���� �
� ����	��
!����� ��	��
 �
�	��� ������� 	��
�������
�� ��	���
 	�� 	�� �	�� ������ ����
 �
������ �
 ������	
 ��	���	��
 ��
���
�,��
	�

��� ,����� �
 	�� 
��	 ���	��
 ��� ��
���	�� ��	� ������ ��	��� (�������
	 -#� '

����� 	� �����	 	���� ,������ ���� 	�� �������
� ���
���� 3�	 	�� �����
	 ����
��
����	� 	� 7 �5%� 	��
 ��� 	�� ��
	��� ��� �
	����	�� ��>' � � � �
� ��	 	�� �������!
	��
 ����
 	� � ��� :�� ����� �	��� ������ ����� ��� ���� 	�� �	��� �����
	� �� 	��
���� �� 	��	 	�� ������!�
�!���� ����
 �
� ������	
!��	���	��
 ����
� �� ����������� ���
	�� ������
 ��
���	��� �� ����� ����

,� � ������� � 	�
�� �
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���
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�	��	� ������
���������
������������������� � �� � ����� ���! ��"�"���� �#���$

����� .��������� .���	
����� #�� 9������ �����	�

F�
���� �
�	��� ��� 	���� 	��	 ���� � ��
���!�
	����	�
� ���
	� '� ���� � �
�	�� �� 	�
��
	� ���� 	�� ������� ��
����	�� �
� ������
� �	��� �����
	� �
 	�� ���� �� 
�	 ����	
��������
��� �	 �� �������� 	� 	�
� 	�� �
�	�� 	� ��		�� �
 ���� �� ,�� ������ �
	�������
(&������
	�
� 	�� ��
����	� �� 	�� ����	�� ��
	������ ��
 �� �� ���� �� �
�!���	� 	��
������ ��	� ����� �	��� ���
	��
�
� ���� �	�����	
� +����� -!: ����� ���� � �
�	��� '	
��		��� �
 ���� �� ,�� ������� �+����� -!:� � �
� 	�� ��
����	� �� $6@ 5% �+����� -!:� �
�� ����	 �
�!���	� 	�� ������ ��	� �7 �5% � �� ��
 	�� ��������
	 �
 	��� ���	��
�
�����
 	�� 22+�������** ��
�	�
	 	� 22����** �
 ������!������
� 	� ���
� �� 	�� ��)��	��
���� A����� 	��	 � ��	��
 �
�	�� ���� �� (�������
	 -# ������� ���� �	�
���� ���
���
�
	����	�
� ���
	 �
�	��� ���
 � 	������	�� �� ���� ��� ���������

����� .��������� .���	
����� #�� 7�������
"���� :����� �����	�

/���	��
!����� ��	��
 �
�	��� ��� 	���� 	��	 ���� � ������!�
	����	�
� ���
	� �����
�
�	��� ���� ������	
!��	���	��
 ����
 �
� �� ��

�	 ������� �� &�����
 �� 	�� ��
����
���
���!�
	����	�
� ���
	 �
�	���� +�� 	�� ���������� ��
��	��
� ����� 	�� ����
�
	
������� �� ����� ��� ��� 	�� ������!�
�!���� �
� 	�� ������	
!��	���	��
 ����
�� 	��
��� �
 ����	��
!����� ��	��
 �
�	��� �� ����	 ������ 	��	 �� 	�� ��
���� �
�	��� ��
��
 	�� ��������
	� �
 	��� ���	��
� ���
�� 	�� 22+�������** ��
�	�
	 	� 22(
������**

Vc

Vf

BW                  =                319 Hz

(a) (b)

������ ��'� ��� �������� �� #��� ��	
���; ��� "��� 
����

��� ��
����
� ��� ����
� ���� � ,�
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����	
����
��������	
�	��	� ������
���������
������������������� � �� � ����� ���! ��"�"���� �#���$

'� � ����	��
!����� ��	��
 �
�	�� �� 	�
�� 	� ���� 	�� ������� ��
����	�� �	 ��

��		�� �� ���	 �� " �� 69 ������ �
	������� ��� ��
����	� �� ���� � ����	�� ��
	������ ��

�� �� ���� �� 6467 	�� ������ ��	�� +����� -!D ����� ���� � �
�	��� '	 ��		��� �
 ����	
������� �+����� -!D� � �
� 	�� ��
����	� �� 6D" 5% �+����� -!D� � �� ����	 6467 	��
������ ��	��

��� �������� ���� ������� �����
�� �
 �����	�
� 	�� ������ 	��� ����� �
 ������!
���� ������	��
�� 3�		��
� �
 ���� ������� �����	 ������� ��� ����	��
!����� �
�	��� 
�� �������
� � ��
����	� �� �
�!���	� 	�� ������ ���&��
�
 �6467 ��� ����	��
!�����
�
�	��� ��&����� ���
 ���	 �������	��
 	���� ���	 ����� ��
������
 �
� ��������� �
�
	�� 
��� �����
�	��
 �� �
	����� 	���� �
 	�� ��
	��� ����

����) :������� ��� ������������ .���	
�����

���� ������	� �����	�	��
� ����� ����� ��� �	��� �����
	� �� 	�� ���� 	� ��
	����	�
���� ����� ���� ��� �������	��
 ����
 ��
 �� ���� ���� 	�� :� ������� �������� 	��
����� ��
���	�� �
� �������� �����
	� ��
 ��� ���
�,��
	 ����� ���� �
� 	�� ��
	���
��� ��
 �
����� � ����� �
	����� 	���� #�� �� 	���� ������	��
� ����� ����� 	��
�����
����
��� 	��	 ����� �� �������� ���� � ����
 ������ ��	�� ��
�����	��� ������!
	��
� ���	��� ������ �����	�	��
�� ����� -!7 �������� � ����� ��	� 	���� ������ ��
������	��
�� ����������� ������	�� �
� ��
�����	����

��� ���������� ������	��
� �
 ����� -!7 ��� 	���� ��������� ������� �
 	��� ���	��
�
��� ����
� ���� ������!�
�!���� �
� ������	
 ��	���	��
 ����
�	� ��� �	��� ����
��

Vc

Vf

BW = 168 Hz

(a) (b)

������ ��(� ��� �������� �� ���&� ��	
���; ��� "��� 
����

,, � ������� � 	�
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���
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�������������	
����	
����
��������	
�	��	� ������
���������
������������������� � �	 � ����� ���! ��"�"���� �#���$

��� ������	� ������	��
� ����� ����� ��� ���� �	��� �
�	�� �����
�
	� 	� �� �
���	�� �
 ��	����
�
� ������� ��������
��. 	���� ������	��
� ��� ���� ������	�� ���
	
����� ����!�����
��� �
���	���� ��
	��� �
�	���� ��� ��
�����	��� ������	��
� �����
	�� �	��� �����
	� �
 	�� ���� 	� ����
�	� 	�� ����� ��� �� 	��	 	�� ��� ���� 	��
������ �
	����� �� ���� ���
�,��
	� ��� ��
�����	��� ������	��
� �
�
 ��	 �
 �����
���
�. 	�� ����� ���
� ��

�	 �� ��	����
�� ������� �	��� �����
	� �
 	�� ���� ��

��
	����	� �� ���� ����� ��� 	��	 	�� ����
� ���� ������
� �� 
�	 ���
�,��
	�
 ����	
	�� �
�	��� 3��� � ��	��	��
 �
����	�� 	��	 	�� ������ ��	� ��
 �� ������ 	��
 ��

�������
. �� ������
� 	�� ������ ��	� ���� ������ �
�	�� ���	� �	 �������
 ����� ��
��
	� ��
����� 	��	 ��	��
� =�	� 	��	 �� 	�� ������	��
� ��
�� ���� ���������� 	�
��
�����	���� 	�� �������
��� ��	���
 ��
���� �
� ����	��
!����� ��	��
 �
�	���

�����. 	��� �� ������� 	�� �������
�� ��	���
 	�� 	�� �	�� ������	
!��	���	��
 ����
 
������� ������� �������� ��	� 	�� 	�	�� ����� ����

��' )������
�

6� �� ;��
� 	�� 03# �
 (�������
	 -# 	� ��
���	� ���
!���� 1��� ���	�� ���	 ��
	�� ����� �����
 ���
 	�� ������ 	��� �� ��	 	� �	� ������	 �9�9997: ��� G

�� A����	 ��	� � ������ 	��� �� 9�999: ����
�� A����	 ��	� � ������ 	��� �� 9�996 ����
�� ?��	 ��
������
 ����� 
�� ����G

7� �� '
 (�������
	 -#� ��	 	�� ������ ���&��
�
 	� �� ���� �
� ������� 	��
����� �����
�

�� ������� 	��� 	� 	�� ����� �����
 ��	� � 6!���� ������ 	��� ����� ��
H���	��
 6� �

�� #����� 	��	 � :9!���� ������ 	��� �
 (�������
	 -# �� ����	 �
���� 	�
��
���� ?��	 �� 	�� �������� ����� ��� ��� 	� ����	�� ����
 ���
 	�� ������
	��� �� 6����G

�� ?��
 	�� ������ 	��� �� 6����� �������	� 	�� ����� ��� ��� 	� ������!�
�!
����� ����� �
� !��� ��������� "��#����$ �� %& �
� 

�� ?��
 	�� ������ 	��� �� 6����� �������	� 	�� ����� ��� ��� 	� ������	

��	���	��
�

-."/+ �
� :.<8:1: ".=�>8�-� .=� :8=8:1: �+--/8=9 -8:+ 302 . 98*+= �.:7/+ 8=-+2*./

������
���� �	��� �� 
	���
 � � � �����	
 ���
��� ����
�����	��� ��
��� ���
���

#��������� ���� ��
����	� 64D ������ 	��� 6467 ������ 	���

��
� ��		��
� 	��� -C: ������ �
	������ "C69 ������ �
	������

������	� ���� ��
����	� 6469 ������ 	��� 6479 ������ 	���
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� ��		��
� 	��� DC" ������ �
	������ 6:C79 ������ �
	������
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�����	��� ���� ��
����	� ��4�� ������ 	��� ��4�� ������ 	���

��
� ��		��
� 	��� ��� ������ �
	������ ��� ������ �
	������
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� � ,�
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�� ?��
 	�� ������ 	��� �� 6����� �������	� 	�� ����� ��� ��� 	� �������	��

����
 �� D:� �� �
� ������ 	���� ����� �� 	�� ������	 ��		�
� �
 (�������
	 -#�

�� ������� 	�� 	�	�� �������� ����� ��� �H���	��
 7� 	� 	�� 	���� �������	��
�����
�
	� �� ����� ��� �H���	��
� 7�C7� �
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Gain for a = 0.90 shows
noise sensitivity

Gain for a = 0 is similar
to analog differentiation

Phase for a = 0 shows phase
lag at high frequency

Phase for a =
0.90 is similar
to analog
differentiation
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Set KP low.

Apply square wave command at about 
10% of desired loop bandwidth.  

Use large amplitude, but avoid saturation.

Raise KP for little or no overshoot.

Too noisy? Reduce noise at source
or

Increase resolution
or

Lower KP

Yes

No

Done

�
���� ���� ������ � � �
��

���
�

��� � ������� � 	
� ����	 
� �
���
����	



������������	
��	
������������ ������
��������	�������������������� � ��� � ������ ���! ��"�"���� �����#

�� ��� ������� 	���� '��� "� 
����*�� "& ��� ��
�����0��	�& 

�	� �	 ��� ��	�������� ����

� ��� ���������	
� 

�	 

3���� �� 
 	�	��	�
� ������ 
	� �	� ��
� �� 
�	��
��& ���*���� �� ��
�
�����+�
�
����
���
��& A��
��&� ��� �����	 ��	�	
 ��� �&���� ���� ���& �	 �)�����	�� ��
4	�' ��' ���� 	���� �
	 "� �����
��� 3���� 
� ���� ��%�� �� 
�����
"�� �	 �%��&
��	���� �&���� ;�
��� 

�	 
����*�� 	����� �� �����	
 ��� 

�	 ��' '��� �����%� ���
	���� ���"��� "�� 
� ��� �)��	�� �� ��
�
��	
 ��� ��	���� �&���� �������
	�� �	
�
��� �� ��"��
	��
� 	����� �����	
 ��� ���������	
� 

�	 ��0����� "
�
	��	
 ��� 	���
��� �������
	�� 
	� ��� �����	
���	 �� 	���� ���	
� 
�� ������� ��� ��	�	
 ���
�)
����� �	 ���� ��
����( ����� �&����� ��
� �	�& '��� ��� ��
�� 	������
� 	���� �	
��� ����� 

,�
��� >�5 ���'� ��� ���� �����	�� �� ��� � ��	������� ��	�� 
������	
 �� ���
��������� �� ,�
��� >�� ��� ������ '
� �� � ��� ��� ���� �����	�� �
� 
����� 	�
�%������� A��	
 <)������	� >2� ��� ������� 
	� ���	����� �����	��� �
	 "� ��
�
����� 2� ���'	 �	 ,�
��� >��� ��� ����������� �����	�� �
� 
 ����
�
��%��& ��
�
"
	�'���� �5B> ;+� '������ ��
4�	
 ��� ���	����� ���� ���'� >8� �! 
	� 5� �1
C! �,�
��� >��� 

�
���� ���� 	�
�����

�  
�� ��
� !

 �

�

��
��� �"���� #���$% &���'���(� � � ���)���*�

��� �	
�� ��� ��
�
��

��� ��
� � ���



������������	
��	
������������ ������
��������	�������������������� � ��� � ������ ���! ��"�"���� �����#

��� ��
�� ��� �������� ��
�

��� ����
�& ���������	
 �� ��� � ��	�������� �����
	�� �� �$ ������ �� ��
���& ���������
"& 
���	
 
	 �	��
�
� 

�	 �� ��� ��	���� �
' 1��
��� ��� �	��
�
� '��� 
��' �%�� �
�
��
'��� �%�	 ��
�� �$ ������ 
	& �	��
�
� 

�	 ������ ��
	 +���� '��� �����	
�� �$ ����� 
���� ��	
�� 
�%
	�

� �� '�& �� �� �� ����	 ��������� �%�� � ��	���� 

�	��
�
� 

�	 ���%���� �$ 
	� ��'����0��	�& �����	��� /��	 
 �$ ����� �������
��� �	��
�
� 

�	 '��� ��%� �� ������� �� ��� ��
��� ��� 

�	� ��� �
���� ��� ���������	 
,
�� ���������	 ������� 
 --�������.. �&���� �	 ����� '����� ��
��� �	��
�
� 

�	 ��
	��
�
��� �� ��
��� �$ �����	��� ��	.� ��	���� �$ �����	��� '��� �&	
��� �����	��� 2
�&���� �
	 "� 
� �	�� 0���� ����� 
� �$ 
	� 	�� ����� 
� 
�� 
� ��
� ���0��	���� �����
��	����� 
�� ��������� �	 ���
�� �	 $�
���� � ,�� ��� �����	�� "� 
'
�� ��
� ��
���
�	��
�
� 

�	� '��� ���%��� ��
��� �$ �����	��� "�� '��� 	�� ��"��
	��
��& �����%�
�����	��� 	�
� �� 
"�%� ��� �&���� "
	�'���� 

�	��
�
� 

�	 ���� "��	
 
 ����
�	 
���	� �� "




� �� ��	�������� 
�� ����
�������
��� �� �������	�( ��� 
������	 �� 
 ����	� 

�	 �� �
�� �� ��� ��
��	 2����
�
���
���	 "������ ���� �������
��� �	 
	
��
 ��	��������� ��
���	
 ������ ���� "�

����( �	 ��
��
� ��	��������� �
���
���	 
�
������� ���� "� ����� ��� ��
��	 �� ��
�
��� �	��
�
� ���� "� ��
���� ����	
 �
���
���	 �� 
%��� ��� ���"��� �� --'�	����.. 
�

�
���� ���� +�����

�  
�� ��
� 
! �

�

��
��� �"���� #�,� �-� ���� � .-*�

��� � ������� � 	
� ����	 
� �
���
����	



������������	
��	
������������ ������
��������	�������������������� � ��� � ������ ���! ��"�"���� �����#

��������� �	 =�����	 � B �	��
�
� 

�	 
��� �
���� �	��
"����& �	 ��� ���	 ����� ���
�	��
�
�� '��� ��� D?� ��
�� �

� ������� ��
�� �
�
�	 �	 ��� ���� ���
�	� ��� �����	
������ �� 
���	
 �	��
�
� 

�	 �� �%������� 
	� ��	
�	
 

��/�� �0 	
��

�

/��� �� ��	����� ��� � 

�	 ���%���� �����
� ����
���	 �� ��
� �	 ��� � ��	�������� 
	� ���
� 

�	 ���%���� �$ �����	��� #
�
�� � 

�	 ���%���� ���� �����	��� 
	�� �	�����	
���&�
���� �%������� ��� ��	������� �� ���'	 �	 ,�
��� >�8 3��� ��
� ��� �� �� �	 ������ '���
��( ���� �� �����	� 
�����
� ��.� 
��� �����	 �� ��
�� ��� �'� 

�	� �	 �
�
���� 

�� ������ "� 	���� ��
� ��� �������	�
���	 �� ,�
��� >�8 �� ��� �������
��%� �������� 
��� �� ��	������� �
�4� 
 '�	��� ��	����	 �� ��	���� ��� �	��
�
� %
��� ����	
 �
���
�
���	 ��� ��
	�
�� ��	���� �
'� ��������� "& ����
� ������ ���%��� '�	��� ��	����

	� �� '���� 	���
��& "� ��������� ��	 
������	� ���& �
4� ���� ��
�� �	 ��� �����	 �
;�'�%��� <)������	� >1 
	� ����� �)������	�� �	 ���� ��
���� "��
4 ��� ��� ��	����
�
' 

�	� �� �
4� ���
� ����� ��	����	� 1��
��� ��� ������� �� ���� ������	 �� ��
����
�� �����
� ��	���� �
'�� ��� ��
���& ���%���� "& �)�������& ��	�������� ��	����
�
'� ���'��
�� ��� 	��� ��� '�	���� ��	���� �� ����
�� �������	�
���	 

������� ��� �� 	
�� 
 �� ����������

�� ��	�������� �
%� �'� +�	��7 ��
� 
	� ��' ��� ��
� +�	� �� ���%�� "& �� 
	� ��� ��'
"& �� 2� ,�
��� >�> ���'�� ��� ������� ��� �����	
 ��� ���������	
� 

�	 �� ��� �
�� 
�

�
���� �� � ����
����� � � � �0 	
��

���
�

��� �	
�� ��� 
������� ��
� � ��/



������������	
��	
������������ ������
��������	�������������������� � ��
 � ������ ���! ��"�"���� �����#

�� '
� �	 ��� � ��	������� 2���� ��� ��
��� +�	� �� ��������� �� �
	 "� ��	�� ;��� �� ��
�
���� ��� 58� �%������� �� 
 �0�
�� '
%� 2

�	� 
 �0�
�� '
%� �� 
	 �	��
��	
"�&
�
��� ����
	� �� �����' ��������&( 
 ������ 
���	� �� �%������� �� 
 �0�
�� '
%� ��
�����
"�� �	 ���� 
�����
���	� 

2� ,�
���� >�8� >��� 
	� >�B ���'� ��� �� ��	������� �� �����
� �� ��� � ��	��������
"�� '��� ���
���& ������ ��
"����& ��
����� ��� �	��
�
� 

�	 �� ��
� �	��
� �� �
��� 

58� �%������� �� 
 ���� ��� "
	�'���� �
� 
�	� �� 
 "�� ����� 5B> ;+ �� �?> ;+��
"�� ��� ��
4�	
 �� 
"��� 5 � �1 ��� �! �
� �
���	 D�� 
	� ��� C! �� 	�
��&
�	��
	
��� @��� ��'	 ? � �1 �� 55 � �1 

������� ��
��� �� �������

2 ������ 
	
��
 ������� �
	 "� ���� �� �������	� �� ��	���� 2� ���'	 �	 ���
�����
��� �� ,�
��� >�D� 
 ������ �������� 
	� �
�
����� 
�� ��		����� 
����� ���
����"
�4 �
�� �� 
	 ���
�� �� ���� ��� ���������	
� ��#� 
	� �	��
�
� ��#� 

�	� 
$�
���	
 ������ ��
�� ��� ���
�� 
	� ���%�	� ��� �
�
����� ���� ��
�
�	
 ����
"�&�	� ��� �
���
���	 ��%�� 2 ��
�� ��
4

� �
�� ��� �� ��� ������ �� ���'	 
� 

�������� ��� �	������
��	
 ��������� 
�� 
������ ���� �� "� �0�
� ��$ � �,� 

��� ��	���� "���4 ��

�
� ��� ,�
��� >�D �� ���'	 �	 ,�
��� >�5? 3��� ��
� ���


�	� �	 ���� *
��� 
�� ��	�������� �� �
�
���� ����� �� ��� 
�	��
� �� ��	������� �	
,�
��� >�8 ��	�	
 ��� 
	
��
 ��	������� �� �����
� �� ��	�	
 ��� 
�	��
� ��	������� 
=���� �����%�� ��� �
�
����� �� ��	%��� ��� �&���� �� 
 � ��	�������� 
	� �������	� ���

Zero KI.  Set KP low.

Apply square wave command at about 
10% of desired loop bandwidth.  

Use large amplitude, but avoid saturation.

Raise KP for little or no overshoot.

Too noisy? Reduce noise at source
or

Increase resolution
or

Lower KP

Yes

No

Raise KI for 15% overshoot.

Done
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Control Power

Controller Machine

Plant

Command

+

RC = RF
RL CL

RF

Feedback

Clamping diodes

_

“Leakage”
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Zero KI.  Set KP low. Set KFR to 1.

Apply square wave command at about 
10% of desired loop bandwidth.  

Use large amplitude, but avoid saturation.

Raise KP for some overshoot, no ringing.

Too noisy? Reduce noise at source
or

Increase resolution
or

Lower KP

Yes

No

Select KFR based on application.

KFR < 0.4 KFR = 0.65 KFR > 0.9

Fastest responseHigh DC stiffness General

Raise KI for 15% overshoot.

Done
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Zero KI and KD.  Set KP low.

Apply square wave command at about 
10% of desired loop bandwidth.  

Use large amplitude, but avoid saturation.

Raise KP for ~10% overshoot, no ringing.

Raise KD to eliminate most overshoot.

Too noisy?

Reduce noise at source
or

Increase resolution
or

Lower fD
or

Lower KD

or
Lower KP

Yes

No

Raise KI  for 15% overshoot.

Done
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Zero KI and KD.  Set KP low.

Set command to zero.

Raise KP to KMAX, the minimum 
value that causes sustained oscillation.
Note f0, the frequency of oscillation. 

Select control law.

KD = 0.125/ f0

PID controlPI controlP control

Done

KP = 0.45 KMAX KP = 0.6 KMAX

KI = 2.0 f0 KI = 2.0 f0
KD = 0

KP = 0.5 KMAX

KI =  0
KD = 0
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Zero KI and KD.  Set KP low. Set KFR to 1.

Apply square wave command at about 
10% of desired loop bandwidth.  

Use large amplitude, but avoid saturation.

Raise KP for ~10% overshoot, no ringing.

Raise KD to eliminate most overshoot.

Too noisy?

Reduce noise at source
or

Increase resolution
or

Lower fD
or

Lower KD

or
Lower KP

Yes

No

Select KFR based on application.

KFR < 0.4 KFR = 0.6 KFR > 0.9

Fastest responseHigh DC stiffness General

Raise KI for 10% overshoot.

Done
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Zero KD.  Set KP low.

Apply square wave command at about 
10% of desired loop bandwidth.  

Use large amplitude, but avoid saturation.

Raise KP for some overshoot, no ringing.

Raise KD to eliminate most overshoot.

Too noisy?

Reduce noise at source
or

Increase resolution
or

Lower fD
or

Lower KD

or
Lower KP

Yes

No

Done
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maximum possible gains?

Are the command and feedback
signals relatively noise free?
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Will overshoot
be a problem?
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Higher  KVP improves 
in medium and low

frequencies 

Higher KVI improves
only in low frequencies

(a) (b)
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R(s) GC(s) GPC(s) GP (s)
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Transport moves wafers through the zones

Zone 1 Zone 2 Zone 3

q1 q2 q3

J1 J2 J3

Disturbance path,
Zone 1 to Zone 2
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Zone 2 controller
j2C(t)

GPC(s) h22
1

sC2 j2(t)

h12
q1 (t)

h32
q3 (t)

+

_
q2C(t) q2(t)

�
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Zone 2 controller
j2C(t)

GPC(s) h22
1

sC
2

j2(t)

q3(t)

q1(t)

+ _

q2(t)
q2C(t)

h12-EST / h22-EST
q1-EST (t)

q3-EST (t) h32-EST / h22-EST

_
_

+

+

+ +
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with 65% feed-forward
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notch and
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The actual state takes
0.02 seconds to

cross 2 divisions.

The sensor output 
takes 0.03 seconds 
to cross 2 divisions.

The observed state
takes 0.02 seconds
to cross 2 divisions.
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� 	� ���	������ �� ��� ��
� ���$� 	� �	��
�
()�; ���� �� ��������� �/��&�'�  � $	�� ���� �� ���$�� ��� ��
� �� ��� 
	��� 	� �
�	������� "���
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� ()�; �����$�� �

� �	������� "���
�

GP(s) GS(s)
C(s)

CO(s)
GPEst(s)

PC(s)
Y(s)

GSEst(s)
YO(s)

EO(s)

_

+
GCO(s)

+

+

Treat physical system as a “black box”
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+

+
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���� ��� ��	� �� �	�� �
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	���� � ����� ����	����2 �
 	������
�	��� ��	� $	�� ��
�� ��� ����	���� �� /����	�� =�; �� � ��$ ����� �� �	�� �
������
�
%�	� 	� ���� ������� ��� FF(DD $	�� ���	���� ��� �����	����
� 
����	�� /����	�� ()�; ��
	�� ����
���
�
��	�� �	�	��
 
�����	��� 	� ��� �� ���� ���� /����	�� ()�; $	�� �����
�� �� FF(DD ��

��$ �
������	���  � ��� ���� ������	����� ��/��&�' $	�� ������
 ���� ��� �
��
 ��
	����
��2 �� ��$ �
������	��� ��	� ��
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���
�	���� ��
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 �� ��$ �
������	��� /������	�� ���
�
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	���� � ��
�� ����	����2
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 	������	��� ��	� $	�� ��
�� ��� ����	���� �� /����	�� ()�; �� (� &%�	� ��� �� ����
������� ��� FF(DD 	� ��� �����	����
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� ()�+' 	� ��
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 ����
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������� �	
��� 	�
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 ��
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��� ����� ������ ��� ���� ��� �	���
����� B1+C� %�� "���
 ��
� ���� ����
 �� ����� ���
��������� ���
 ��� �
��	�	���� ��
�. %�� �
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 	� ���������
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 � ���"��
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2 ��
 ���� ���	���
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����� �	��� �� ��
� ���	�	�
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Y(s)

1 + GPEst(s) × GCO(s) × GSEst(s)

1

GSEst
–1(s)

1 + GPEst(s) × GCO(s) × GSEst(s)

GPEst(s) × GCO(s) × GSEst(s)

GPEst(s)PC(s)

CO(s)

Low-pass filter (Equation 10.6)

High-pass filter (Equation 10.7)

Estimating C(s) 
solely based on Y(s)

(see Figure 10-5)

Estimating C(s)
solely based on PC(s)
(see Figure 10-6)

The Luenberger
observer combines Y(s)
and PC(s) with filtering
to get the best 
estimate of C(s). 

+

+
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��!�
 ���������� �� ����
��
 ���	��. �����	�� ��� �����
� �����	�� ��� ������
������	�� ��� ����
��
 ����������
� ��� ���	�� ���� ����������
� %�	� ����	�� $	��
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� 	� ����� �� �����	��� ����
���. ����� �	��
��� ���

�
�����
 �����	��� 	� ��� ������	�� G����
� ��
 ���� ����	��
�� ���� ����
��
� �
�
�������
 �
������� 	� ��� ���
	������� ���������	� ��
�� ,���� ����� 	� � ������
����� �� 
��
�����	�� ����
��
������ �
������ �����	���
 $��� ��� �
���� 	� ��������
��
 �������� $��� �	����
��
 ������ �
� ����� %�� $������� �� ��� �����������
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�����

�� �� ��� ������ ������ �� ���� ������ ��� ������

������� �� ��� ����
��
������ �
���� $	�� �� ��� ���� �� ���� �� ��� �
��	�	���� �
�����

���!�� 7����	 /
���	
��

%�� "���
	�� ������� 	� � �����
 ����� ��
 	������ ����	�	� "���
�� ���� �� $���
�����
	��� ���������� �
� ���� �� ��������� ��	��� %�� "���
	�� ������� ��� ���� ��
	���	�	� 	� ��� �����
 ��
����
�� ���� �� $��� ��� ���
��� 	��
�	� �� � �����
���
�
�����
 �
������ ����� ��� 	� �����
 ������� %�� ���
�� �� ����� ������� 	� ��
����
 ��
�	�	��� �����
� �� ��	� �����2 ��
�� ������	�� 	� ������� �� �����	�� ��� ������� ��
����
����
 �� ����	���� $������
 ��� ���
��� %�� "���
	�� ������� ��� �� ������� ��
��
� �
����
 �� ��� �
���	� ��
��
�����. ��� �
�����
 �����	�� �� ��� �����
 ���� ���
����	�� ��	��  � $�� ��� ���� $	�� ����	�� ��	��� ���� ���������
�
� $	�� �
��	��
���	��� �
���	� ��
��
����� 	� ���� ������� ��
���� �� � 8��� ���� �
 �� ��
������	� �
�����
 �����	���  ��	�� ���
� ��� �� ��
	��	�� ���$��� ��� ���������
�
D�
���� ��� ��� ��
��� �� ��� ��
	��	�� 	� ������	��� ��� ���	���
 ���� �������� ��� �������
�� ����� ��
	��	��� �� �
���� ��
��
������
�� ���� ������ ��

	�� ��
�����
� ��� �� �����
��� ,	��� ��	� ��� ������ ��
�� ���

�� �����
�� �� 0*� ��� �
����� �� �����
� ����� ��
�����
� 	� ������
 ��
�	����
��
$�
�� �����
	�� ��� �
���	� ��
��
����� �� � �����
 ��� �� ��������	��� �� 
���	
��
���� ��� ��
�����
 ����
 �����
����� �� �
	��� 	��� ��� �����
 	����2 ��� �����
 	�
���� ���	�
���� �
 �����
	�� ��� �����
 ������ �� ��� ������ �� � ���	�
��	�� ����	��

��) � ������� �	 
����
���
�� �� ��������� 
� ������� �������



������������	
��	
������������ ������
��������	�������������������� � 	�
 � ����������� ��!�!���� "����#

���	��� $�	�� ���� �� �����
 ��� ��
� ����
��� ���� ��� �����
� ��
�������
� ���� �
�
�����
� 	� 
�
��
 ������� ,���� ���	��	��� ���$��� ��� "���
	�� ��
�����
� �� ���
������ ��� ����� �����
� ���� �	�	��� ������ �� ��� ���
��	�� �� ��� ����
��
�
,	��� ���� ����
��
� �
� 	���������� �	�	����
� "���
	�� ������� ������
 ���� �� ��

�����
��� �
�� ��� ������	� �� ��� %�����	�� %�	� $�� ��� ���� 	� /���
	���� ()*2
���� ���� ��/��&�' ��� �,/��&�' �
� �	�	��� ���	������� �� ���	
 ������ ������
��
��� %��
�����
�	�� ��� �� �������	���� ��	�� %���� :�(� %�	� ����� �	��� ��� �����
�	�� ��

���� ��� �$������ "���
�2 �	���
��
��
 "���
� ��� �� �����
��� �� � �
����� �� �	�����
��� ����������� "���
�� %�� �����
�	�� �� ��� %�����	� 	� ��� �����2 ��
�������
� ���
%�����	� "���
� 	� %���� :�( �
��	�� � ��	��� ����� ���� �����
�� �� ���	
 ������	�
���	�������� �� ��� �	�	��� ��
� ��� �� ��	����
 ����� �������� �
�� ��� ������ ��
��
4�$���
� $��� ���	�� ��� ����
 	��
������ �
 �����	��� $�	�� ������� ���
 ��� �	�	���
��
�� ��� 
����� 	� ���� ���� ��� �	�	��� ��� ��� ������ ��
�� ���� ����� ��� ����
����� ��� ����$ ���� ��� ������ �
������
 &��� 5
��	�� �
������
'�

���!�� 5��
��
�� ���  ���� ,��
����	

%�� ���� �� ���	��	�� ��� ����� ���	����
 	� �	�	��
 �� ���� �� ���	��	�� ��� �����

���	����
. 0���
�	�� ��� �
�����
 �����	�� �� ��� ������  ��� �	�� ��� �����
� ��� �����
��� �� ������� �� �� ���	�� 0* ��	� ��� �
���	� ��
��
������ %�� ����� �����
�
��	��� ��
� ���������� ���� ��� �����
� ������ �
� ������
 ��� ���������
�� $	��
��� �
��	�	�� �� � �����
� %�� ��
	��	�� �� �
���	� ��
��
����� ��� ����	�� 	� �����
��������	���  � ��� ���� �	��� ��
	��	�� 	� ��� ����� 	� ���� �� � �����
� ������� ��
���
��
	����
 ���	���� ����
��
 ����������
 $	�� 
����� ���� �� ��� ������� �� ����
��
	��	��� �
�� ��� ����
��� ������ %�� �����$	�� �	�����	�� $	�� ���
��� ��� �
����� ��
���	���	�� ��� ����� 	� ��
�� �����. ���	���	�� ��� ����	�� ��	�� ��� �
��
 �� 	����
��	���
��� ��� 
���	�	�� "���
	�� �������� �� ����
 $�
��� ��� ����� $	�� �� ������� �� ����
��� ��
�

����� � � � �

�	
� �-����� ����	�

$��
� ��&�' 	� ��� ����� ����� �
�����
 �����	��� ! 	� ��� ����	�� ��	�� & 	� ��� �
��
 ��
	����
��	��� ��� ���&�' 	� ��� ����� "���
	��� %�� ���� �� ���	���	�� ��� ����� 	� ��
����
�	�� ����� ��
���

���%� �� ��	�� �&	���� �	�� ���

%�� ����	�� ��	�� !� 	� ��� ���
��� ����� ��	��  � $	�� �����
�� ��� ���	��� ��	� �� �
����� 	� ������
 �
��	��� �
 ��� ��������� ���������
�
� ��
 �������� � ��

���
����
����
 ��	�� �� 	������
 �� � ����� ��� � ��	� (@��� $��
� � 	� ��� 	���������� ��
��� ����� ��	�� !� 	� (@�2 �	��� 	������
 ���������
�
� �
��	�� 	��������� �� ��� ����

�	�� 
��
��
�� � ���������� �������� � ��+



������������	
��	
������������ ������
��������	�������������������� � 	�� � ����������� ��!�!���� "����#

������ ����
�	�	�� ��� ��	� ��
� ����� �	����� 4�$���
� ���
� 	� ������
 ��
� ��
	��
�	�� 	� ��� ��	� �� � ����� ���� 	� ���� �� � �����
� ��
 �������� 	��������� ����� 	�
����	"�� ���
 �� 	��� ���$��� ��� ��	� ��� ������
� �� ���	�	��� ��� ��	� �� ���
����� ��
	�� ���
��	�� ����� ��
	�� ����	��
���
 ���
 ���
��	�� ����	�	���� ,���
��	��
��� ����� ��� 	��
������� 	��������� �� �� 	
�����
� 	������
 �� ������ �
 � �����
 ��
"�� �	��� �
 ��
� $��� ��

��� 	� 	��
����� �
�� 6�
� �� ���� ��

���� %�	� ����	����
�� ��
	��	�� 	� ��� ������ ��
 �����
��
 �����
 �����
 ���� ����� ����
�	���	�� �� ! �	�"���� 	� ���� 	� ��
 ������ ��

����	��� ���������� �� ��� ����	�� �
 �
�����2 ��� ����
	���	��� �
�� ���� ��
����� ���������� ��
 �� �	�"���� �� �����
�� ��
 �������� 	� � ��
�� �
����� ���
����� ��	� ! 	� !%@'� $��
� !% 	� ��� ����
 ��
��� �������� &��� ��
��� ��
 ���' ���
' 	� ����� 	��
�	� �� ��� ����
 ��� ��� ����� !% 	� ������
 ����	"�� �� �� ����
��
 ��
����� ()� ��� ��� ����
 	��
�	� 	� �
�	����
 ���$� �� $	��	� � ��$ ��
�������
��	���2 ��	� ����
��
 	� ���"�	��� ��
 ���� ����
��
�� 4�$���
� ��� ���� 	��
�	� 	�
�����	��� �	�"���� �� ��������� ��� ���� ��
��
 �� �����
�� ,	��� 	� ��
 �� ���

�	��� �
����
 ���� ��� ����
 	��
�	�� ��� ����� ����� ��	� ��
 �� �	
�����
 �����$�
$��� ��� ����
��
 	� ���	����� ,	�	��
�
� 	� � �����
���
������
����� �	��	� ����� ���
��	� ! 	������� ��� ���
��� ���� �� ��� ����� $�	�� ��
 �� �	�"���� �� ��������� ���
	�������	��� �� �����
�2 	� �	��� ���� ��

 ����	��
���
 ��
	�� ��� ���
�� ��
���
��	���
%�� �
������ �� ����
�	�	�� !� ����� ���� 	��� �$� ������
	��. ����
�	�	�� ���	���

��	� ��� �������	�� ��
 ��
	��	��� ��
 ��� ����� $��� ���	��� ��	� 	� �	�"���� ��
���������� 	� ��� �� �����
�� ��	�� ��� ����
��
 $	�� ������ ����
��  �
����� ��
 ��	�
$	�� �� ��� ���!��� �� ,���	�� ()�7�3�7� %�� �
������ �� 	�����
��	�� ��
	��	�� �
�
������
 �����
� 5�
����
� 	� ��� ��
	��	�� �� ��� ����� 	� �
���� ��
� ��
� ����
1)>:)�� ��� ����"�� �� ��� ����
��
 ��
 �� ��
� �	�"���� �� 
���	6�� #� ���
��� 	�
��� ��
	��	�� �� ��� ��	� 	� $��� ���$� ��� ��� ����	�	��� ���� ����� ��
	��	�� �
�
�����
��� ���� ��� ���	����� ����	�� ��	� ��� �� ��!����� �� �����$ ��� ������ ��

�������� ��� ��
	��	�� �� 	��������� 	� 
��������� ��� 
����	���
 ���
 �� �����
�� ��
���	�	��� ��� �
	��

 ����� �� ��� ��
	��	��� ��� ��

��� 	� ��� 	������
� 	� �����
�����
�� 	� ��� ����
�� �
����2 	� ���� � ����� ��� ��
	��	�� �� ��� ��	� ��� �� �����
	� ��� ����
��
D� ���	����� ������ 4�$���
� 	� ����
 ������ �������	�� ��
 ���� ��
	��
�	�� ��
 �� 	��
���	����

���%� �� !���� �' (�����	����

���� ����
�� �
���� ������ ���� ��� �
��
 �� 	����
��	��� �� 	� ��� ���� $	�� ���
��� ������ �� %���� 1�1� �� ����
 ������ ��� ����� ��
 �� �� �	���
 �
��
 �������
����	��� �	������
��
 ������ �
� ����� ���� �� $��� � �����	��
 ��� 	������
 �
�
����	��� 	��� � ��������
��
 FF����DD �	
��	�� 4	���
��
��
 ������ �
� ������ 	�
������� �
������ �� ��
 ������ ��� �
��
 �� ��� ����� ������ �� ���$� ����
�
����
��
 ���	�� ���	��� %�	� 	� � ������ 
���	
����� ��
 ����
��
� �	��� ���� �

��. � ������� �	 
����
���
�� �� ��������� 
� ������� �������
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������������ ������
��������	�������������������� � 	�� � ����������� ��!�!���� "����#

�
��	�	���� ����
�� �
���� ������ �� ���	���� $	����� ���$����� �� ��� �
��
 ��
��� ������ %�� �������	�� ��
� 	� ���� ��� �
��
 �� ��� ����� && 	� /����	�� ()�+'
	� ���$��

���%� � )�������� *''�&��

 ���
 ��� ����	�� ��	� ��� 	����
��	�� ���� ���� 
������� $��� 
���	�� �� ���
����� 	� 
���

�� �� ��
� �� (
���
�) ����	��� -	�� �����
�� ��� "���
	�� ������� ��
������ ��� ����
���
 �� ����
�	��� ��
���� ���������
�
D� ����� �� ���� ������
����� ������� �
� ����� �
 ����
 �� �	��������� �
������	�� ���� ���
 ���� �	����
	�E����� �� ��� ���
��	�� �� ��� ����
�� �
����� ��
 �������� ��
������
� ����
�$� "���
	�� ������� ���� �
� ����
���
 	���
��. �	����� ����	�� ��� 	���
$	��	��
�����	������ A	����� ����	�� ����
	����� � ��	��� ����	�	6	�� ������ ����$ � ��$
��
�6� �� ��� �� �	���� ������ ���� 	� 	� ��
����
 	���
��� ��
��	�	� �����	����� ����
�������� $	��	��� 	� �� 	���
���� ������ ��� ������
 ��� �	���� �� �� �	
����
 $	�� ���
����
�� �
����� ������� ��� �
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 ����$	����
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 � �	������� 	� ,���	�� ()�7�3�(� ��� ����� ����	�� ��	� ����� ���� �� ����
�	���
����
	�������
� %�� �
����� �� �� ��	� 	� �	���� ��� ��� �� �������� $	�� ��
�
�	��

 -�����
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 ����
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� �����	�� ��� ����
��
 �

�
 �	���� &��� 	���� �� ���
����
��
 ����������
' 	� ���	����� ��� ���� ���
� �
� �� �	��	"���� �	���
������
�� ��� ����
�� ���� ��
	�� ��	� �
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���� ������ �� ���"��
�� ��
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 ��� ���	����� ����� ����	�� ��	��

1� *��"��
� ��� �
���� �� ����� ��� ����
�� ���� �� ��� �����
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KDO = 0.1
KPO = 0.0
KIO = 0.0

KDO = 0.1
KPO = 60.0
KIO = 0.0

KDO = 0.1
KPO = 60.0

KIO = 10,000.0

Raise KDO for no or
minimal overshoot

Raise KPO for up to 
25% overshoot

  Raise KIO for no or
minimal ringing
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The observer
has good
response up to
and beyond
250 Hz, 1/4 of
the sample
frequency,
demonstrating
that the
observer is
tuned
aggressively.
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���������� ������� �������� ����.������ ������ ��� ��������	 /����������� �� ��� ����
������������ �� ��� �0������ ���������� ���� ���%� ����� ��� ����� �������� �������.
����� � ������ ����� ��� �� ���� ��� ���� ����.������ ��� ���������.������ ��������	

&��� ������� "��� ������� �������� ���������� ��� ��� ��������� ��� ���� �������	
&�� ��������� ������ "��� �� ���� �� ����� �� )&' ������� 1 � ������� 2���� 1
��������� �� �0����� ����� � ��������� 30��� �����������	 &�� ���� ������ "��� ��
��������� �� ���� ������4 �� �������� ���� ������ ������� �� �� ���� ������0	

���� ���� �� � 	�
���

� ����� �� � ������������ �0�������� ���� ��������� ��� ��������� �������������
���"��� ��� ����� ��� ������ �� � ������ �� ���������	 &�� �������� ������ ���
������������	 /�� �0������ ��� ����� �� �� ����� ���������� �������� �� � � ��	 ������
�� ����� ���������� �������� ������� ����������� �� ��������� "��� ������� �� ����	 ��
�������� ������ ���� ������0� ��� ������ �� ��������� ��� ����������� (��� 55�����66
�� ��� ������* ���������	 � ������ ����� ��� � ���������.������ ����� �����
�������� �"� ��������� ��� 2�� ���������� (����������� ����������� ���%.3�/� ��������

���



������������	
��	
������������ ������
��������	�������������������� � ��� � ����������� ��!�!���� "����#

��� ������� �������* �� ��������  ��� ��� ������ ������������ ���"��� ��� �������
������� ��� ����� ��������	

���� ���������������� 	�
�����

&�� ��������� ������ ����"� ������ ������ �� ������� ������������� ����������� �����
������ ������� �������	 /��������.������ ������ ���� ������� ���� ������� ������� ���
��������� ���� ����.������ ������	 /��������.������ �������� �� ����� �� ����������
�������� ��������� �� � �� �	 7��� ����� ��� ��� ����������� �� ���������� ��� ������� ��
���������.������ ��������	 '� 7��� ������ ��� ������ �� ������� �� �� �0����� "��� ����.
����� ������ � ����� �� �����������4 �� ���� ����� � �� ������� �� ������ �� �� (��� +������ 
	
	�*�
��� ��� �������� �������� ��� ������ ���� ��� ����� ��� ���� �� ��� �0�������� �����������	

������� ����� �� ���������.������ ���������� �� ���� �����	 8��� ����� ������ ���
��� ����� �� ��� ������.���� �������� �������� ��� � ��������� �� ���� ���� ������	
&���� ����� �����" � ��� ������� ������ � ������ �� ��� ���� ���������	 8��� ����� ��
�������� ������ �� ���� �� ����������� ������� ������ �������	 9��������� �� ��� ����
����� ������ ��� �� ����� �� 8���	 �
� ��� 
�� ��� :; ��� ������ ��� ����� ��������
���%� "������ ��� ������� ��������	

������ ��� ��	 
�	�
	��� ������ �����

&�� ��������� ������ �������� �������� ��������� �� ������ �� ��� )������ ���������
�� �	 &���� 
.� �������� ��� �.������ ����������� ��� ������ ����.������ ���������4
&���� ;.� �������� �.������ �����������	 &���� 
.
 �������� ������ �������� ���������
��� ���� ������ ������	 <���� ����� ������ ��� %��"����� �� ��� ������ �����������
��� �������% ������� �.������ �������� ��������� ��� �� ������� ���� ����������
��������� ������ �������� ��� � "��� ����� �� ��������� ����������	

=��� ��� �������� �� � �� � �� �������� 7��� ����� ��%� ��� ���������� �� ���� �������� ��
��� ��������� �����������"���	 8������ ���� �������� �� �"��� ��	 /�� �0������ �������� �
��".���� 2����� � >(�� �*	 &��� ��� �� ��������� ��� ��� ������ �� � ���� �? !, �� �??? !,
�� ��� ���� �� 
? ����� ��� ������	 '� ���� ����� �� � �� ��� ���� � �� � ���>�� �
�� � ������	 +��� �� ���������� �� �� �����������"��� ���� �� ��� �� ���� �� � ���������
30��� �����������	 +��� � ����������� �� ���"� �� /����� ��.�	

&�� �0����� �� /����� ��.� ������� ���� ������0 (�� ������� �� ���� ��� ���������*
��������� ��� ��� ��������� �� 30���	 !���� ��� ��������� ��� ����������� ���� ��
��������� ���������� ��� ���� ��������	 &�� ��������� �� ���� ���� �� ������ �	 &��
����������� �� �� � � "���� � �� ���� ��� � � ���������

�
	 +� ��� � ������ �� �� �������� �� �?

(�? !,* ��� �������� �� ��������� ���������� �� �??	?;	 &�� �������� ��� ������� 7@A ���
���"� ��� ��������� �� ��" ; �� /����� ��.�	 &�� 7 ������ �������� ����, �� �������>������
��� �� ���� ����� ����������	&�� � ������ �� �������������"���� ��20�� �� ��� �����B	
&�� 9 ������ �� ��� ��������� �� ��� ������������ "���� �� ��� ����(C7 ������D��
C� ������D�*	 &�� 3 ������ �� ��� ����� �� ��� ������������ ����
(C� ������D� C7 ������D*	

��� � ������� �� 	
����
��	�
 �� �����	
�



������������	
��	
������������ ������
��������	�������������������� � ��� � ����������� ��!�!���� "����#

K 628.00

F Num Den-magnitude Den-angle T-magnitude T-angle

Hz Rad/s Radians Rad

A5*2*PI() B$1 SQRT(C5^2+B5^2) ATAN2(C5,B5) C5/D5 -E5

10.00 62.83 628.00 631.14 0.10 1.00 -0.10

11.22 70.50 628.00 631.94 0.11 0.99 -0.11
12.59 79.10 628.00 632.96 0.13 0.99 -0.13
14.13 88.75 628.00 634.24 0.14 0.99 -0.14

15.85 99.58 628.00 635.85 0.16 0.99 -0.16
17.78 111.73 628.00 637.86 0.18 0.98 -0.18
19.95 125.37 628.00 640.39 0.20 0.98 -0.20
22.39 140.66 628.00 643.56 0.22 0.98 -0.22
25.12 157.83 628.00 647.53 0.25 0.97 -0.25
28.18 177.08 628.00 652.49 0.27 0.96 -0.27
31.62 198.69 628.00 658.68 0.31 0.95 -0.31

35.48 222.94 628.00 666.40 0.34 0.94 -0.34
39.81 250.14 628.00 675.98 0.38 0.93 -0.38
44.67 280.66 628.00 687.86 0.42 0.91 -0.42
50.12 314.91 628.00 702.53 0.46 0.89 -0.46
56.23 353.33 628.00 720.57 0.51 0.87 -0.51
63.10 396.44 628.00 742.66 0.56 0.85 -0.56
70.79 444.82 628.00 769.57 0.62 0.82 -0.62
79.43 499.09 628.00 802.17 0.67 0.78 -0.67
89.13 559.99 628.00 841.41 0.73 0.75 -0.73

100.00 628.32 628.00 888.35 0.79 0.71 -0.79
112.20 704.98 628.00 944.13 0.84 0.67 -0.84

125.89 791.01 628.00 1009.99 0.90 0.62 -0.90
141.25 887.52 628.00 1087.24 0.95 0.58 -0.95

158.49 995.82
628.00

1177.30 1.01 0.53 -1.01
177.83 1117.33

628.00
1281.72 1.06 0.49 -1.06

199.53 1253.66 628.00 1402.16 1.11 0.45 -1.11
223.87 1406.63 628.00 1540.45 1.15 0.41 -1.15
251.19 1578.26 628.00 1698.62 1.19 0.37 -1.19
281.84 1770.84 628.00 1878.90 1.23 0.33 -1.23
316.23 1986.92 628.00 2083.80 1.26 0.30 -1.26
354.81 2229.36 628.00 2316.12 1.30 0.27 -1.30
398.11 2501.38 628.00 2579.01 1.32 0.24 -1.32

446.68 2806.60 628.00 2876.00 1.35 0.22 -1.35
501.19 3149.05 628.00 3211.06 1.37 0.20 -1.37
562.34 3533.29 628.00 3588.67 1.39 0.17 -1.39
630.96 3964.42 628.00 4013.85 1.41 0.16 -1.41

707.95 4448.15 628.00 4492.27 1.43 0.14 -1.43
794.33 4990.91 628.00 5030.27 1.45 0.12 -1.45
891.25 5599.89 628.00 5635.00 1.46 0.11 -1.46

1000.00 6283.19 628.00 6314.49 1.47 0.10 -1.47

ω

������ ����� ���	����		� 	���
����� � ��� � �  �� � � ��

���� ����
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�������	
 �����	
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������������ ������
��������	�������������������� � ��
 � ����������� ��!�!���� "����#

&�� / ������ �� ��� �������� �������� ���������� "���� �� ��� ��������� �� ���
���������� � ������� ������� �� ��� ��������� �� ��� ������������ 9 ������	 &�� A
������� ��� �������� �������� ������ �� ��� ����� �� ��� ��������� ("���� �� ,���* ���� ���
����� �� ��� ����������� �� ���������� �� ��� 3 ������	 <���� �� ����������� ����
�������� ������0 ������� (�� �� ���� �������� �� 30���* ��%�� ���� ������� ���� �������	

/��������.������ ������ ������� ��� �������� ������ ��� �����,��� ������� �������	
��  ��� ������������� ���� � ����������� ��� ������� ���� ����� �� ���������� �������	
!�"����� ���������.������ ������ ��� ������� �� ������� ����.��������� �������	 &���
���������� �� ������ ������ ���� ��� ���� ������� �������� ���������.������ ������ ���
��� ���2����� ��� �������� ��������	 '� ����� ������ ��� ���� ������ ��� �� ����	

����  ���������� 	�
�����

&���.������ ������ ��� ����.������ �� ��������� ������������ ��������� �� ��2��
������ ���������	 +��������� �� ��� ������� �� ������� ����� ������������ ���������
����������� �� ��������� ������� ������ ���� �����	 &�� ���� ���������� ��� ���������
���� ��� ��0� �� � ����� ��������� �� ����� ������� �� ������� � ������� �� ���������
�� ��� ������������ ���������	 &���� ��������� ��� �� ��������� �� ��� ���� ������� ����
�� �� �������� ���� �� � ����"��� ������������ �� ������� ������ �����,��	 &���.
������ ������ ��� ������� �� ���������� ��������� ��� ����.������� ��������	 &��� ��
� �� �� ��������� �� ����.����� ������ "��� �������� �� ���������.����� ������	

���!�� ����	 "����#�	�

'� ����.������ ��������� ��� ������������ ��������� ��� ������� �������� �� � ��� ��
2���.����� ��������� ��������� �� ��� ���� ���"� �� 3������� ��	�	 &�� ��������� �?�
��� 	 	 	 �� 3������� ��	� ��� ������ ����� ���	������ ��� ��� ������������ ��������� ���
������ ����� �����	���	 &�� ������ �� ����� ��������� �� � ����� �� ������ ��� �����	 &��
������ �� ��� ������ ��� �?� ��� 	 	 	 	 '� ��� ������� ����� ���� ����� ���������� ��� �� ���
�������� �� ��� ����� ���������� �� ��� ������� ��� �� ����	
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+��� ���������� ���������� 2������ ��� �������� �� � ������ ��������.����� ������������
��������	 /����������� ��� ���� �������� ��� �� "������ �� �����.�������� ����	 /��
�0������ ��� �����.����� ��������

��$ � ������� �� 	
����
��	�
 �� �����	
�
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��������	�������������������� � ��� � ����������� ��!�!���� "����#
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� ������

��� �� "������ �� � ��� �� ����� 2���.����� ������������ ���������	 =�� ������� �� ��%�
���� ���������� �� ��������� �� ��� �����"��� ����������	

/����� ��������� ��� ������ �� "���� �� ����� �� ��� ������ �� ����������� �� ���
�������� ��������4 ��� ��� �0����� �� 3������� ��	
� ��� ����� �� �	 &��� ��2�� �����
��������� �� ��� �������� �������� ��� � � � �� ��� �����������	 /�� ��� �0����� ��
3������� ��	
� ��� ����� ��������� ���

���
� � 
�
�� ���
� � 	
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-�" "���� ��� �������� ���.����� �������� �� � ��������� �� ����� �� ��� ������.
����� �� ��� ����� ���������� ��(
* � ����(
*	 ���������� ��� �0������
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���
� � ��� �
� � �����
�	 � �����
�	 � �����
�	

-��� ���� ���� ������ "��� ��� ���� �� 3������� ��	�	
'� �������� ��� � ��������� ����� "��� �� � � � ��������� �� ��� ����

	

	

���
� � �����
�

��� ��� �������� ���� ��� ��� ����2������ �� ��� �������� �������� ��� "��� ��� �����
��������� ����������� ��� ��� �������� �������� ��� ��� �����������	

�������� ������ ��
����
�

3������� ��	� �� ����� "������ �� �����0 ����� �� ���"� �� 3������� ��	�4 ��� �����
��������� ��� �������� �� � ������ ������ � ��� ��� ������ ��� �������� �� ��� ������ �	
&�� ������ ��� �� ��������� �� "������ �� � ������� 2���.����� �����0 ������������
��������E
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������������	
��	
������������ ������
��������	�������������������� � ��� � ����������� ��!�!���� "����#

$��� �������� �� ��� ���� ������� 3������� ��	� �� ������� ������ �����������	
� ������������ �������� ������ ���� ��� ����� �������� ������� ������ ��� ��������� ���
����������� �� �����0����� ��� ������ ��� ��� ��0� ��������� �� ����	 &���� ����������
�� ����� ������ ��� ������� ������ ��� ������� ��� ��������� �� ��� ��0� ��������� ��
����	 &�� ���� ��������� ���� �� %��� ����� �� ����� �� %��� ��� �������� ����	
+��������� �� � ������� �� ������� 3������� ��	� ���� ������ "��� ���� ����������
�������� ������� ���� ���"���	 &�� ���������� ��������� ��� ��%� ��� ����� ������ �� �
����� ���� �� ���� ��� ���������� �� � ���������� ��������	

'� ������ �� ����� ���� ��������� �� �� �������� �� ������� � ������.���� �������� ��
3������� ��	�	 !�"����� ��� ���� ��������� ����� ���� ������ ��� ������ �� ������� ����.
��������� ��������	 '� ���� ������ ��� ��������� ������ �� ������� ��������� ������� ��
�������� ���� ������ ����������� ��� ���� ������� ������ ��������� ��� �� ������ ��
"��% "���	 &�� ���������� ���� �� ���� ��� ����.������ ����������� "��� �� ������
����������� �� �� ��������� �������	

�������� ���������	 ���
�����


&�� ���� ��������� �� 3������� ��	� ��� ��� ������ �� �(�* �� ���� ������ �� �����
�(��*� �(�
*� �(��*� ��� �� ��4 �� � ���������� �(�
* �� ����� "������ �� �
	 +� �
���������� �� ��� �������� �� �
� "���� 
 ��������� ? �� ��� ��� �� ���������� ����	

/����� ��.
 �������� � �������� F�"����� �� � ������� ����������	 /����� �������
���������� ���� �� ��� �� ��� ���������� ����� ����� ��������� ��� ���������� ����
���� �� ��������,�� �� � � �	 (&�� 2��� �������� �� ���������� �� ���� ��� ������� ���
�������� �� �? ���� �� ����� �� ��� ������� ���������	* &��� � ����� ���� ������� ���
������ �� ��� ����������� (�	�	� ��� ����� ���� �� 3������� ��	�*	 -�0�� � ������������
�������� ������ �������� ��� ������ �� ��� ����� ��������� ��� ��� ��0� ��������� ��
����4 ����� ������ ������ ��� ������� ���������� ��� ��� ��0� ��������� �� ����	 &��
������� ������� ������ ����2������ �� ����� �
 ������ ��� ��0���� ���������� ����	

���!�� &�	 '��	���� (�������	��

�� ���"� �� /����� ��.
� ��� ���%� �������� ��� ����.������ ���������� ���� ���� �"�
����������E ��� �������� ����������� ��� ��� ����� ������	 &�� �������� �����������
�������� ��� ������� �� ���������� ���� ��� ��� ������������ �������� ������	 &��
������� �� ���������� ���� �� �����������"���4 ���������� ���� ���� �� ��������,�� ���
����������� ���������� ��� ������� �������	

�������� ���  �!!���
���� ��
����
 ���"��

&�� ������������ �������� ������ �� ��� ���%���� �� ����.����� ����������	 &�� ������� ��
������� ��� ������������ ��������� �� ��� ��� ���� ���� �������� ��� �������� �������� "���
��� ����� �� ��� ����������� �� ����� �� 3������� ��	�	 '� ��� �������� ����� 3����6�

��) � ������� �� 	
����
��	�
 �� �����	
�



������������	
��	
������������ ������
��������	�������������������� � ��
 � ����������� ��!�!���� "����#

������������ ��� ���������� �� ���������� �� ��� ���� ���� �� �������� ��� ���������� ���� ���
��" �����	 &��� �� ���"� �� /����� ��.� ��� � ������.����� (��������0* ������������ ��������E

	

	

�� � � ���� �� 
�

&�� ��������� �� 3����6� ����������� �� ���"� �� /����� ��.�	 �� ��� ����� ��
���������� ����� �?� ��� ����� �� �? ���� �� �������� �� ��� ������	 &�� ���������� ��
�(�* ��������� �� 
�(

	
	
 ��* �� �������� �� ��� ������������ �������� ������ �� ��� �����.

��� ���������� ����� "���� ���� "��� �� ���� �� ��� ����	 &�� ���������� (�	�	� �����* ��
���"� �� /����� ��.� �� � ������ ���� ������� ��������� �� ����� �?� ��� ��� �
	 &���
���� ������� �� �0������ �� ��� "���� �� ��� ���� ���� �� �������� ��� ��0� ����� �� �(�*4
���� �� ���"� �� ��� ����"����� �0������� ��� �� ��� ���� �������� ���������� ���
"���� �� ��� ���� ����	 3����6� ����������� ��

�� � ���� � 	

	

���� ��
 ������

Set initial conditions: x0

Calculate values of state derivatives:

Initialize simulation time (t = t0)

d
dt

xM

Combine xM and     xM to solve

differential equations to form xM+1

Increment tM to tM+1 

d
dt

No

Yes

Done

tM > tMAX

Start

Model
(Initialization)

Model
(Running execution)

Modeling Environment
(model control)

Modeling Environment
(Differential equation solver)

Modeling Environment
(model control)

1

2

3

4

5

6

������ ����� ������� ��**	�	����� 	�
������ *�� ���	+#��	� ���	�����

���� �	�������	
 �����	
� � ��,



������������	
��	
������������ ������
��������	�������������������� � ��� � ����������� ��!�!���� "����#

&��� ������� �� ������ �0������ �� ������.����� ������������ ���������� "���� ��� ������
�������� ������.����� ���������	 �������� ��� ����� ��������� ( �?� ��� �
� ��� �� ��*
��� ��2�� ����������������� �� ��� ����� ���������� ��� ������������ �������� ������ ���
���� ������.����� ��������� ����������	

�������� #	"�
��	  �!!���
���� ��
����
 ���"���

3����6� ����������� ������������ ��� ���������� �� ����������� ������� ������������
���������	 !�"����� ������� 3����6� ����������� �� ����� �� ������ �� �� ��� ��������
����	 '� ������ ������ �� ��� ���������� ������ �� ��� ����� �� ��� ���� ���������	 =�
������� ��� ������ �� ����������� ������ �� ���� ���������� �� ��� ����������� ��� ����
�����2������� ���� ���� � ����� ���� �� ����	 ���� ������������ �������� ������� ����
���� ��������� �� ������� ���� �����������	 /�� �0������ �	���� 
���� ������ �� �
������ %��"� �� ��� ������.����� 8����@B���� ������ (��� �������0 �*� "����
���� � "������� ������� �� ��� ���������� ��������� ����� ���� ���������� �� ��������
��� ���� ����� �� ��� ���������� ���� ��� ������ ���� ��������	

&�� ������.����� 8����@B���� ������ �������� ���� ����������� �� ��� ����� ��������
����������� ��� ���� ���� ����� "������ 3����6� ������ �������� ���� ���	 /�� � ����� ������
������.����� 8����@B���� "���� ������� ����� ��� ���� ������������� ������ �� 3����6� �� ���
���� ���� "��� ���� ����� ������	 ��������� ��� 8����@B���� ������ �� ������� ���� ��2�����
���� 3����6� �������� ���� "��� � ���� ���� ���� ����� ������ ���� 3����6� ������� 8����@
B���� ����� ��� ���� �����4 �� ����� "����� 8����@B���� �� ���� ��2����� ������� �� "��� �������
���������� ������� �� 3����6� "��� � ���� ���� ������ ���� ���� ����� ���� �� 3����6�	 '� ��������
�� 8����@B����� 8��	 :
 ����� �������� ������������ �������� �������	

�������� �������
� ��

+�������� ��� ��������� �� ���� (��* ������� �� ���� �������� ��������� ��� ��������
�� ��� ������� ������ ��� ��� ������ �� ������� ����	 9����������� �������� ������� ����

t0 t1 t2 t3

x0

x1

x2

x3

������ ����� (
�	�-� ���	������� 
�	� �� ����	 � �����	+���	� ��**	�	����� 	�
������

��. � ������� �� 	
����
��	�
 �� �����	
�



������������	
��	
������������ ������
��������	�������������������� � ��	 � ����������� ��!�!���� "����#

���� ��������� ���� "��� ��� ���� ��������� �� ����� ������4 ��%� �� ��� ���� ��� ���
������ ��� �������� �������� � ���������� �� "���� ��� ����� ��������� ���� ��
��������� ������	 ��%� ��� ���� ��������� ��� ������ ��� ������������� ���������
��� "�����4 ����������� ��� ��%� ���� ������ ���� �� ���������	

&�� �������� ������ �� �� 20 ��� ���� ��������� ����� �� ��� ����������	 /�� �������
������� �������� ��� ���� ��������� ��� ����� �� �������� �� ����� �� ��� ������ ����	
�������� ��� ������ ���� �� ����������� ��� ��� ������� ������� ���� ������ "���
������� ���� ���������� �� ������� ���� ����� ���"�� ���� ��� ������ ����	 '� "���
���� �� ������� ������� ����������� �� ��������� ���� ����� "����� � �����	 /��
������ ������������ ��� ���� ��������� ��� ����� �� ����� �� ��� ����"���� �� ���
������� ���� ����� ���������4 �� ������ �� �� ������ ���� ?	�>�7$	 /�� �0������ � �??.!,
���� ����� �������� � ���� ��������� �� ������ ���� � ����	

� ����� �� ������������ �������� ������� ������ ���	���� �	�� ���� ������� ��� ����.
������� ������ ��� ��0���� ������ ���� �� ������� � �����2�� �������� �� ��� ������.
����	 &���� ������� ����� ��� ������������ ��������� ��� �������� ��� ����� �� ���� ����
����	 '� ��� ����� �� ����� �� ����� ����� �����2�� �� ��� ����� ��� ���� ��������� ��� ��
����������4 �� ��� ����� �� ��� ������ ��� ���� ��������� ��� �� ���������	 G������� ����
���� ������� ��� ������� ����� ����2� ��� ������� ���� ���� ����� �������� ��������
���� �� �����."����.��������� (H$�* ������ ���� ���� �� ��� ��� �� �������� ������ ��
����4 "��� ���� �������� ��� ���� ��������� ��� ���� �� �� ���� ����� ���� ��� �����
������� ��� ��� �� ����0�� �"�� ���� ��� �����	 &�� ��������� �� ���� ��������� ��� ��
�����������4 �� ���� ������� �� ��� �������� �� � ������ �� ���� ���� �??? ���� �����
�����	 G������� ���� ���� ������� ��� ��������� �� 8��	 :
	

���!�! &�	 '��	�

&�� ���������� �������� �� �"� ��������E ��� �������� ����������� ��� ��� �����	 '�
���� ������ �������� �������� � �������� ����������� ���� �� 
����� �� �	����

���� 	 &�� �������� ����������� �������� ����� �������� ������� ��� ��������
������ ��� ������������ �������� ������� ���� ��� �������	 <������� ��� ������� ��
����������� ��� �������� ��� �����	 &��� �������� �"� �����E ������� ������� ����������
��� ��������� ��� ����� ��������� (�	�	� ��� ��������� � �� 3������� ��	�*	

�������� $
����� %�
	����
�

'� ���� ������ ��� ������� ���������� ��� �� ������� ���������� ��� �����  ��� ������� ��
,���	 !�"����� "��� ��� �� ������� ���������� ��� ����� ��� ���������� ������� �� ����
������	 /�� �0������ �� � ������� "����� �� �0����� ��� �������� �� � ����� ��������
�� ;??? 8H�� ��� �� �������� ������� ������� �� ���������� ���� ��� ��� ����� ��
���������� ���� ���������� �� ;??? 8H�� ��� ����� �� ��� ����� ����� �� ��� ��
;??? 8H� �� �� ������� ���������	

���� �	�������	
 �����	
� � ��/
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��	
������������ ������
��������	�������������������� � ��� � ����������� ��!�!���� "����#

�������� &����
� ��� ��	���
� ��
����
�

$������ ��� �������� ��������� �������� �%���	 &�� ������� ���� �� �������� "��� ����
��� � ��� ��� � �������	 &�� ������� ���� ���� �� �����,��� �� ��� ��������� �� ���
������ ��� �������%� ��� ��"�� ���������� ��� ��� ������� ��"�	 &�� ���������� "���
������� ���� ����� ��������� ���� ��� ��������� ���������� �� ��� ����� ���������	

'� ���� �������� ������� �����2� ������ "��� �� �����"�� �� ������� �0����� �����
���������	 '� ��� ��� ����� � �������� ����������� ���� ������� ��������� ������ ��
�"��� ���� ��� ����������� ���� ������� � ������� ������� �� ������� ���� ���������
������� ���� ���������� ����� ���������	 3��� �� ��� ��� �� ���� �� ��� ���� ��
������������ ��� ������ �� �"��� �� ��� ���������� �� "���� ����� ��������� �� ����
��� ��� ������ ���������� ��� ������ ���� ���� ����������� ���������	

�������� ��	���
� �
 �% %���
��

/�� ���� ��������� ������ ��� ���� ������� ���� ����% ��������	 '�������� �� ���
����% ������� ������ �� ���������� ���� ����� ����%� �� ���������� ��� ��������� ��
����� ���������	 &��� �� ���� "������ �� ��� ��� ����� �� ��� )&' �������	 /�� �0������
�������� ��� ������ ������� �� /����� ��.I	

&�� ������� �� /����� ��.I ��� �� ���"� �� � ����% �������� �� ���"� �� /����� ��.;	 &��
�"� ���������� ��� ���� �� ���������� ��� ���� ��� ��������� �������� ��� �� ����� ��
(�'- � �=<&*>� ��� ���� ��� ��������� ������� (�=<&* �� ��� �������� �� ��� ���������
������� ������� �� ��� ����������� (�� � �>��*	 &�� ����% ������� ������ �� ������ ��
���� ���� ����������� (�>�* �� �� � ����% �� ������	 &��� ��� ����� ��������� ��� ��2��� �� ���
������ �� ��� �����������	 &�� ������ �� ��������� ��2��� ��� ����� �� ��� ������	 /�����
��.; ���������� � 2���.����� ������� "���� ��� �� ��������� "��� � ������ ����� ��������E

	

	

�� � ��

�
� �'- � ��

��

&�� ��������� �� ��� ���� � ����� �� ���"� �� H������ ��.�	 &��� ������� �������
���� � ������������ �������� ������ ��� ���� ���2����� �� ���� � ������� ����� 
����	

���� 2��� ��� ����� �� ��� ����� ���������� ������� ��� "���� �� ������� ���� �� �� ��
������ �	 
���� �� ������� �� ���� ������ �� ��� ����� ���������� 8 ��� �� �� "��� �� ��
��� ������ GJ'-	 
���� ���� ���� ��� ����� �������� ������ "���� �� ������ �� ��� ������ ��
"���� �� ���� ������� �� �� �� ������ �	 -��� ����
���� ���� ��� ��� ��� ������ �� ��� �����
�������� (�* ��������4 ���� ���% �� ���� �� ��� ������������ �������� ������ ���� ����� 
����	

���� ���������� ����% � �� /����� ��.
� ������� ��� ����� �� ��� ����� �������� ����������	
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�
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��� ����	

!������ ����� 0 ���	� *�� �� 1+2 3��	��
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������������	
��	
������������ ������
��������	�������������������� � ��� � ����������� ��!�!���� "����#

�������' ��	���
� � �(��)��� *�(�)��� +�����

+�������� ��� ������ �� �� ������� �� ��������� �� �� �.������ �������� ��������	 &�
�� ������� �� ��� ���� ������� ��� �������� �������� ���� �� ��������� �� ����.�����
������������ ���������	 � �"�.���� ��".���� 2���� �������� �� �0�����	 &�� ���������
��%�� ���� &���� 
.�� ��

����
���� �

��
-

�� � ���-�� ��
-

������

3������� ��	; �� � ������.����� ��������� �� ��������� �� ��� �
 �� ��� �����������	
&�� ����� �� � �������� �������� �� ����� �� ��� ������� ����� �� � �� ��� ���������
�������� ���� ����� �� �� ����� ��� �������� (�?* ���� ��� �� ����� "��� � ��������
��"�� �� � (�	�	� ���*	 &�� ������ �� ��"� �� ��� �����0 �� 3������� ��	� �� ����� ��
��� ����� �� ��� ������� �� ����� "��� �� �"� ��"� ��� 3������� ��	;	

&�� 2��� ���� �� ���������� �� �������� �� ����� � ���� � 2���.����� ��������� �� ��
��������� ��� ���.����� �������� �� ��� ����

������ � � ��� ����	�

&��� ���� ��� �� ������� ��� 3������� ��	; "��� �������E

������ � ������
- � ���-������ ��

-���� ������

-�0�� ���� ��� ������������ ��������� �������,��� ���� ���� ��"�� �� � �� ����������
�� ���������������E
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� � ��

-��
� ������

VIN VOUT

R

C
IC

������ ���"� ���	����� �* �� 1+2 3��	��
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1
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1
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1
s

+

_
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d
dt

������ ���#� 0 #���� ������� �* �� 1+2 3��	��
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������������	
��	
������������ ������
��������	�������������������� � ��� � ����������� ��!�!���� "����#

�� ���� ������ ��� ������.����� �������� �� ��������� �� �"� 2���.����� ����.������
���������� �� "�� ���� ��� 3������� ��	
E

�� � ��
� ����
�
�� � 	

	

��
� � 	

	

�� �������

	

	

�� � ��

-��
� � ���-�� � ��
-�� �������

&�� ����% ������� ��� ��� ��".���� 2���� ��� �� ���"� ���� 3�������� ��	�@��	��� ��
���"� �� /����� ��.
	 &� ������ ���� �������� ��� �������� �������� �� 3������� ��	; ���
�� ������� �������� ���� /����� ��.
 ����� �����6� ������ F�" ����� (������� 
	I	
* �� ��
�"��� �������� ��� �>(�� ��* ����� 2��� �� ��� ������ ���� ��� ���� �� ��� ����� ����	

&�� ��������� �� ��� � ����� �� � ��".���� 2���� �� ���"� �� H������ ��.
	 &���
������� ������� ���� � ������������ �������� ������ ��� ���� ���2����� �� ���� �
������� ����� 
����	 
���� 2��� ��� ������ �� ��� ������ ��� "���� �� ������� �� ��
�� ������ 
	 
���� �� ������� �� ���� ������ �� ��� ����� ���������� =�3A� ���
K3&�� �� "��� �� ��� ������ 8	 
���� ���� ���� ��� ����� �������� ������� "���� ���
������ �� ��� ������ �� "���� �� ���� ������� �� �� �� ������ 
	 ������ ��� ������������
�������� ������ ��������� ��� ������ �� � ����� �� ��� ������ �� �� ��� �� 
����� ���

���� ���������� ���� ����% � �� /����� ��.
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!������ ����� 0 ���	� *�� � ���+���� 3��	��

�������, ��	���
� �
 #
���� )$ %�
�������

�������� � ������� ������ �������� ��������� ������ �� ��� ����������� ��� ������ ���
�������%� ��� ��� ��"�� ���������	 &�� ����� �� ��� ������ ����� �� ��� ��� �� ���
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������������ ������
��������	�������������������� � ��� � ����������� ��!�!���� "����#

������ �� ��� �������� ���������� �� ��� ������	 /�� �0������ �������� ��� ��������
���������� �� /����� ��.L	 '� �� � H' ���������� "��� � ��"�� ��������� (������� ������ ��
� ��".���� 2����* ��� � �����	

&�� �������� ���������� �� /����� ��.L �� ���"� �� �����.����� ���� �� /����� ��.:	
&�� ���������� ���� �������� ������� ������ ����% �������� �� ����� ����� ��������
���� � ��" �����	 &�� ��".���� 2���� ��� ��� ��"�� ��������� �� �0������� ��� ��� �����.
����� ���� ��������� �� /����� ��.
	 &�� �������� ����� (�>�* ��� ���������� ��� ���� ��
������� "��� � �����.����� ��������� �? ������� ��	

&�� �����.����� ��������� ��� ��� ������ �� /����� ��.: ��� �� "������ ���	 =��
��������� �� �������� ���� ������� ��� ��������� ��������� �� �� "���� ��� ��������� ��
����� �� ���������� ���������� ������������ �������	 /�� �0������ ������� �������
(��* ��� �������� ����� (�3* ��� �� ���� �� ������� ��� ������� �� ��� H' ����������	 &��
�����.����� ��������� ��� /����� ��.: ���E

�3 � �� � �� �������
	

	

�� � �G' � �3 �������
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Power converter

Motor

PI controller
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������ ���%� 5���� ������� �* ������ ������� ����	��
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1
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Low-pass filter MotorPI controller

ω 2

������ ���&� 5���� ������� �* ������ ������� ����	� �� ����	+����	 *����
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&�� ��������� �� ��� ���� � ����� �� ���"� �� H������ ��.�	
���� 2��� ��� ������
�� ��� ����� ���������� ������ (��*� "���� �� ������� ���� �� �� �� ������ I	 
���� ��
������� �� ���� ������ �� ��� ����� ���������� BG'� BGH� B&� M� K3&�� ���
=�3A�	 
���� ���� ���� ��� ����� �������� ������� "���� ��� ������ �� ��� ������ ��
"���� �� ������� �� �� �� ������ I	

����� ����	 
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�

�� � ��� � 
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!������ ����� 0 ���	� *�� �� ������ 78 ������� ����	��

�������- ��	���
� �  ������ )$ %�
�������

&�� ������ H' ���������� ��� �� ��������� �� � ������� ���������� �� ��������� ���
�������� �� ��� ������ ���������� "��� � ��������� ��� �� ������ � ������.���.����	
&��� ������� ��� ������� ���� �� ����� ������4 ���� ��� �� ����������� �� ���2������
��� H' ���������� �� ��������� � ������� �������� "���� �� ��������� �� �� ������
������� ���� ������� � 9>� ���������	 &�� ������� ���������� �� ���"� �� /����� ��.�	

$��� �������� ������� ������� �������� ���� ��� ������ ���������� ����������
������4 ��� ���������� ��� ����������� �� ������� ����������� ��� ���������� �� ����
������ �� ��� 
����	 &�� ������ �� /����� ��.� "���� ������� ��� ������������
�������� ������ �� �����  ��� ����� ������� ��� ������ ���� /����� ��.:� �0������� ���
������� ��" ���������� (��*	 &��� �� ���"� �� /����� ��.�?	

&�� ����� ��������� ��� ��� ������� H' ���������� ��� ��� ���� �� ��� ��������� ���
������ �?@�
 �� /����� ��.L (3�������� ��	�;@��	�L	* !�"����� 3�������� ��	�
@��	�I
��� �������� �� ��� ������� H' ����������E

�3 � �� � �� �������
�3 '-& � �3 '-& � � � �3 �����
�

�� � �GH � ��3 � �G' � �3 '-&� �������

�!$ � ������� �� 	
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��������	�������������������� � ��� � ����������� ��!�!���� "����#

&���� ���������� ���� �� �0������ ���� ��� ���� ���� ��� ���� ����� �� ��� �������
����������	 7������ �� ����� ��� ������� 
���� ���� �� ���� �� ��������� ��� ����� ��
"���� ��� ���������� "��� ������ ����	 &��� �������� 
���� �� ���� ������� �������
��������� &'�3� �� �������� �� ��� � ��� �� �������	 � ������� ��������� �� ��������
������� �������� �� ���"� �� ��� 2��� ��0 ����� �� H������ ��.I	
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!������ ���"� 0 ���	� *�� � ������� 78 ������� ����	��

+

_

+

+
Power converter

Motor

Digital PI control laws

VC

S/HKVP Low-pass filter
KT

JS

KVI ΣT

VE IC IF VF

D/A 

������ ���'� 5���� ������� �* � ������� ������ ������� ����	��

_

+ 2

2ωNζ

1
s

1
s

+

_

x1x2

1
s

KT

J

x0

VC VFIC IF

Digital control algorithms
(run only once per sample)

VF

Digital controllers do
not add states

ωN

������ ����(� ����	 #���� ������� �* ������� 78 ��������	��

���� �	�������	
 �����	
� � �!%
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������������ ������
��������	�������������������� � ��� � ����������� ��!�!���� "����#

�������. #		�
� %���
�����
  ���/

H������ ��.I ���� ��� ������� ����� ��� ��� ���� �� ��%�� ��� ������� ���������� ��
��������� ��� ������� ��"�	 &��� ��� �� ���� �� ������ � ��" ��" ���������	 &��
�������� �=<&H<& ����� ��� ��������� ������ ���� ����� �� ������ ���� ��� �������.
���� ����� ���)�<)�&3	 &�� �������� '�J+&=83 ����� ��� ��" ������ �� ��� ������� ��"
����� ���������� ���� ������ �=<&H<&	 (7����� �=<&H<&� �� �� ������� '� "��� ������ ���
������ �� ��� ������� ��" ���� ��� �������� ������	* &��� �� ���"� �� H������ ��.;	

����� ����	 
�� ��� ����
�

����� �! 
���� � � ���� ����	�


������� �"�� �� �"� ������	 ������		��

�� � ��� �
�


�� ��� � �� ���� � 
 ��
������� ����� �� �� �������� !�� ����	�#	��� �������

�� ����� � ��� 
 
��� ��� 
 �� ���


� ���� ����	� � � ���� ����	�� � ����	�

� �#��#� � ����� � ��	�#	���

��� �!

����� �! 
���� � � �#��#�


�� � �� �����
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�
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�
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�
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��� ����	

!������ ���#� 0 ���	� *�� � ������� 78 ������� ����	� ���� ����
������ ���	�

�������0 #		�
� ���
�����


H������ ��.; ���� ��� ������� ���������� �� ��� ������� ����������	 !�"����� ���
������� ����������� ���� � ��0���� ������ �������	 H������ ��.
 �� ��� ������ ��
/����� ��.� ��������� �� ������� ����������	 �� ��������� �� +������ �	:� ����������
������ �� ���� �� ��� ������� ��" �� ������� �������� "����� "���� ��� �������
���������� �� ���������	 H������ ��.
 �������� ���������� �� ����� "����� �� �
?�
�� ��� ������� ����������6� ��0���� ������	

����� ����	 
�� ��� ����
�
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�� � ��� �
�


�� ��� � �� ���� � 
 ��
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F = 0

Force zero;
bristles straight.

F = FStiction/3 F = 2FStiction/3 F > FStiction

Force small;
bristles bend some.

Force grows;
bristles bend more.

Force exceeds stiction;
object breaks free.

Fixed
object
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KVDAMP
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fCOULOMBsign

This is typical for Coulomb
friction compensation    

This is typical for viscous
 damping compensation

+
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Error = Command – Input  
Integral_Error = Error x ∆T

Output = KP × (KI × Integral_Error + Error)

What level is Output?

Output < –120% Output_Max

Integral_Error 
 = 1/KI ×(–120%Output_Max/ KP – Error)

Integral_Error 
 =1/KI × (120%Output_Max/ KP – Error) 

Output > 120% Output_Max

What level is Output?

Output < – Output_Max Output > Output_Max

Output = –Output_Max Output = Output_Max

Done

Synchronization (antiwindup)

Clamping

Control law
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Command
–Output(t)

+

–

Integrating
capacitor

Proportional
resistor

–Feedback

Zener diodes provide synchronization
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(a)  Pulse-width modulation keeps
constant frequency (period) and
varies the duty cycle.

Fixed period

(b)  Pulse-period modulation keeps
constant on- or off-time and
varies the period (frequency).

Fixed on-time
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Furnace turns
off. Room
cools from

outside.

Room cools.
Furnace turns

on to raise
temperature.

Furnace turns
off. Room
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outside.

Room cools.
Furnace turns

on to raise
temperature.
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�������� ��� ���������

����� �������� ������� ���������� �� ��� � ����!��� ��� ���������" �� � ������#
������� �"����
 $����� ����� ������ ��� �����"#����� ���!���" �� �������� �� %������"

&���� ������������� �� ��� �������� ������ �!�� �� ������ �����!���� ��� �"������ �����
��!�� ���'!� ����!��������
 (���� ��� � �!���� �� �������� ��%���� !��� �� ���%�#
������
 (��� ������� )��� ������� �������� ����!������ �� ��� �)� ���� ������ �����
�������� ��� �����%���� ��� ��� ����������� ���" ������ �� � ���%� �"����


(�� ���� ������ ������ ������� ���� %������" �� ��������
 *��� ����������
������ ������� )�� +��� )����" !��� �� ���!������ ������������� �� �#�����������
������ �"����� ������ �� �)� ������ �������, � ���������� ��� %������" ��� ������
�� ������� �� � �����%�� ��� ��������
 (�� %������" �� ���� �-�� �� ������ )��
���������� ����! � ����������� ����� ����������� ������ ������. ���%�� !��� � �����#
����� �� ����� ���" ������ ������
 & �!����-�� ������ ���������� ����������� ���
���" �-�� �� ��� �������. �� )�� ���+ !��� �� � �������� ���������� ��� !��� ���
�������� ������ /������ �����%�� �� �������0 ��� ���� �-�� �� ����� ��� �������� �����

(��� ���+ !������ �� ���)� ��� � �)�#�-�� �"���� �� 1� !�� �	#�


(�� �������� ��� %������" �� ���� )��� �� �� ���� �� ����" �"�����
 (�� ����� )�� �
��!�� 2� ������ ��� %������" �� )���� ��!�� �� ���������� )����!� ���)��� � ��
����� ��������. ��!� ��� ���%� ��'!���� ���" ��� ����������
 (�� ������ ���������� ���
��� ��%� ��� ����!�������� ����!���� �� ����� ��� %������" ����. �� )�� ������� ��
������ ��� �������� ���� ��� ��!� ��'!���� ���" � �������� �� ���
 3� ��� �!������� 
�������� �)� ��������� ���� �� ���!���� �� ������ �"�����
 1����� ��� &� /��!������#
2�� �� ���!�����0 ����� ��� ��� ��" �������� ��� 2� /��!��0 ����� �� �� �#���
������������
 $������ ��� ��������� ����!�������� ����!���� �� ���%�� ��� �����������
��%� ����)�� ��� ���������� �� %������" ���� ��� �������� ������


(�� ���� � �� &� ������ ��� �������� ������ �������� ����!�� ������	����� ���
������� �� ��������� ����� �!����� �� � �!������ �� �������� �� ����!�� ���'!� /���
$������ �

�
�0� �� ������� �!� �������������" �" ��� ���%�. ���� ������� ���� ��� ���%�
�!�� ��%� ������ �� �������� ��������
 (�� ���������� �� %������" ���� � ��������

���
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������ ����)� ��� ����������� �� ��� ����������� ���!��� ��������� ���� ��� )���� 
������-��"
 (���"� ��� ��4����" �� ������#������� ������������ !�� � �������� ������
�� ��� ���� ������ ������
 (��� ������� ���� ��� ���%� ��� ��� �������� ���������� �����
� ��� �� ������� �� ���)� �� 1� !�� �	#�
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5���!�� �� ��� ������ 4!�� ����!����� ���� ������� )��� ���!� �� �������� �������
 3�
���!������ ������������� ��� �)� �������� �������� ������ �������� ��� ��� �������� ���
�����%���
 *����� ����� ����� ������+�������� ����� ��� ��%���� �!��������
 6������� ���
�� ����� �� ������� �� �� ����� ������!����. ���" ��� �� �����" �� ������
 7����%��� ���
�� ���� ��� ��� ��) �� �� � �����!���� ��� ���!���"
 ("������"� �������� ��� ��� ����
���!���� ������ �!� �����%��� ��� ���� ��������� ���������" �� ����� ��%���������
 1�����"�
����!�� ���� �������� �������� �'!��� )�%�� ��� �����%��� �!��!� ���� )�%��� ��������
�����  ������� ���� ���������� ����� )��� ��� ����� ���)��� ����� ��� ������� �� ��� 


���� ��������� ����������� ��� ��������

(�� ����� ���� ������� �� �������� ��%���� ���� ������ ��� ����������� �� ��� �������
�"���� ��� ���!���"� �����!����� ��� ��������
 7������� �� ��� ������� �� !���������

& ��!  ��� �������� ������ )��� ����%� ���� �� ����� /����0 ������ �� ������ )��� � ��)#
���� +����
 (�� ������ )���  ������� ����� �� ���� )��� ����� ��� ��������" �� ��� �"����
�������� �� ��� ����!������ �� �������� � ��� 	
 (�� ����������� �� ���� ���� �"�����
��'!��� ���� �������
 3� ���� ������������� ��� �������� ���� �������� �� �� ���� ���� ��
��� �� ���������� �����
 (�� �� ��� ��������� ��� �����%��� ������� � �)�#���� ��)#����
+���� �� ������ )��� ��� %������" ����. ��� ����)���� �� ���� +���� �� �"������" ���)���
���89 ��� ����89


&��!���" ��� �����!���� �� ��� �������� ������ �� ������� �� ��� �������� ���� ���
���� ������" !���������
 (�� �������� �� ��� ����� ��� �� ���������� �� ���� ���!#
�����" ���� ��� ���!���" �� ��� �������� ������ ��� �� ������ ���� �� ��� �� �)� ��!���
�� ��� ������ �����!����
 (�� �����!���� �� �������� ������� %����� ���� �!������ ��
��!��� ��� ��%��!���� �� ��)#��� �������� !� �� �%�� � ������� ��!��� ��� ��%��!����
��� ���� �������� ��� ���������� ���������
 (�� ���!���" �� �"����� ��%���� %����� ����
���!� ������� /������� �� � 	��#������� �� /�:��0�0 �� !���� � ����� /� ������ �� � 	��#
������� �� �:�������0


(�� ������� �� ���!���" ��� �����!���� �� ��� %������" ���� ��� ���� ���+�!�� ��
!���������. �!�� �� ���� ������� )��� ����!�� ����� �������
 (�� %������" ����������
�� ������ !��� ���� ����� �� ��� ������ ���������� /��%���� ��� ���������� �� ��� �)�
���� ������ ������� �" ��� ������ ����0� )���� )�� ����!���� �� $������ 

�
�
 &� ��
���������%�� ����� ���%� �"����� ��������� !�� � ���'!���"#��#%���� � ���%������ �
������� ����  �������� � �!��� �� ���� ������� �� �� �� ������� ��� �'!�%����� ��
������ ����������� �� ����� �����������


���� ��������

(�� �������� �������� ������ �� ������ ������ ����������� �� !�!���" ������ ��
������� �� � �����%�� ��!���� )��� � �����������������	� ���������� �� 72�
 3� ����
������ ��� ���%� ���������� ���)� ��� �������� ���" �� )����� � �����+�� �����!����
 1��
��� �)�#������� �������� !��� �� ���� ���%� ������������� ��� �����!���� �� ��!� �����

�	�� ��������� ��
������
� �
� ��
��

� � ���



������������	
��	
������������ ������
��������	�������������������� � 	

 � ������������ �� � ���� �����!

��� ���� ��!��. ������� ��������� ����!���" !��� � ������'!� ������  �	��	���� ��������
��  ������� ��!� �!���� ��� ���� ������� ����
 1� !�� �	#� ���)� ��� ������'!�� )���� ��
����� �� ��%�� �)� ������� �� ����� ����� ������� & ��� ������� 5� ��������� �"
���
 5���!�� �� '!�����!��� ����� ��� ��!� �� �� ��� ���� ������� ����� ��� ������%� ���
��� �� ���%� ��� ���� �������
 (�!� � ����#���� ������� )���  ������� 	��� ��!��� ���
���� ������� ��%��!����
 3� ���!�� �� ����� ���� ��� ��#������� �������� ��� !���
�����������" �� ���%� ������������
 (��� �� ���� ����!�� �)� �������� ��� ��������" ��
��������� ��� ��������� �� ������


��� ���������

7����%��� ��� ���� �������" !��� �� ����� ��������
 & �����%�� �� � ������� ��������#
��� ����  �������� �)� �� ����, ��� /�/�00 ��� ��� /�/�00� )���� �/�0 �� ��� ����� ��������

& ����#�!���� ���������� ���%�� ��� �-�������� )����� � )���� �� �� ��������" ��!����
�� �)� ����� )����� �� ��� ��� ���, (��� ��!���� �� � �!������ �� ��� ���� ��� ������ ��
��� �����%�� ����� ��������
 (�� ��� ��� ��� �� ���� ��� ��� �� �� 72�� �� ���� �����
����!�� ����  �������� ��� ����� ��������
 (��� �� ���)� �� 1� !�� �	#	


��� �� !�����

�� "������� #
�����

;������� �� ������ ���" �� )����� � �����+�� �����!����
 1�� �-������ �� ��� 72� ��
���+ !��� ��� �	 ����:��%��!����� ����� ��� ��	� �� �����	� ��!��� ��� ���� ��%��!����
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�������� ������ �������� � �)�#����� �����%��
 1�� 6'!����� �	
� ��� � � �,

��&C � �� ���

�
� ���� � �� � ����7;� ������

3� ��� ����������� ��'!���� ���" �
��7;�� ���� � �)�#����� �����%�� ��!�� �� !���
)��� �	#��� �����!���� )����!� %������� ��� �#�89 ��-��!� �� 6'!����� �	
�
 (���
�������%��" ��!���� ��� ���������� �����!���� ���� 6'!����� �	
�
 8�)�%��� �� ��� ���
%������" �� ��� �"���� )��� ������� 	���7;�� ��� �)�#����� �����%�� )�!�� ��� ����)
�	#��� �����!����
 (�� ����)��� 72� �����!���� )�!�� ��%� �� �� ������� �� �� �����
��� ��� ���������� �����!���� )�!�� ���%� /�� ��!���� ����!�� �� " �!� ����� �" 	
����!�� �� ���!��� 72� �����!����0
 3� � ��#��� 72� )��� �%�������� �� ��!�� �� !���
�� ���� ��� ���������� �����!���� ��� ����
 8�)�%��� ����)��� 72�� ��� �"������"
�%������� ���" �� �����!����� �� ��� ��� �	� ��� �� ����:��%��!����
 (�� ������ ��
�����!���� �� ��������� ��� �����%�� ����� �!�� �� �%��!���� ����� �� ��-��!�
����� %������"


���� #������� ����������� $������� ����%������ ��� &����

&�� �� ���� �������� ������� ���%��� ��� �������� '!����9�� �� ���� ������� �����!����

1� !�� �	#� ���)� ��� ������ �� '!����9������ �������� ��!� �������� /��� �����"#
����� �� ����0 )��� �������� �������� /��� ����� ����0
 2� ���� ����������� ������ ���
�������� �� �� !��� �����%���� ��� �� ���� ������ ���� �������� %������" ���� ��������
!��� ������ �����������, �� � /�� � ����0:� 


6�������� %������" ���� ��� �)� ��������� ��!��� �����!���� �����
 &� 1� !�� �	#�
���)�� ��� ������#����������� �� ������ ���!��� � �!��� ���� �� ��� ������ ���� )��� ��
���� ���� �� ��� �������� ������
 (�� ����� ���� %������" ���������� ���%��� ����! � ���
������� ��) ��� ����!��� �!����� ������
 (���� �!����� ������ ��� ����������� ��� ����
�� ��� ����� �� ���" ���%� �"�����


E�)#���� +����� ��� �������" !��� �� ���!�� �����!���� �����
 $!�� +����� �����!#
��� �� �#���'!���" ���������� ��� ��!� ����%� )��� �� ����� ��� ���� ��4����������
���!�� �� ������� �����!����
 G�����!�����"� ����� +����� ���� ��4��� ����� �� ���� ���
����� ����� �� �!��������� ��������
 A�������"� ��� ���� ������ ��� �����!����� ��� ����
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� � ������������ �� � ���� �����!

��%��� ��� ��'!���� +����
 &� �������� ������������ ���)��� �����!���� ��� ������� ��)
 ���� ���!���, /�0 E������ �����!���� ������� ��� !�� �� ��)#���� +����� �� ���!�� �����.
/�0 ��)#���� +����� ��4��� ����� �� �� ��� ����. /�0 ��������� ����� �� ���!��� ��� ���
�� ��������". /	0 ��)�� ��� ��� �� ��������" ����� � ���!����� �� ������� ��)  ����


������ .	���
���
 ��0& "����%

�� 1�
��

6-�������� �	&� ���)� �� 1� !�� �	#�� ������������ ��� ������������� �� �����!�����
+������ � ��� �����
 (��� �"���� �� � ;3 %������" ���� !��� � �����!����#������� �������
��� ��������
 (�� ������� ��  �������� ���� � )�%�����  �������� /�������0�
)���� �� � �������� ��7;� �" ����!��
 (�� �����!���� ��� �� ��� )��� ��� ����
�����	�� 7����!����� )���� ����!��� �� 	��� ��!���:��%��!���� /�'!�%����� �� ���	
�����0
 & ���� 
����� �" ��� ���� ���� ����%�� ��� �����!���� ���������� )��� ���

(���� ��� �)� +������ ���� �� )���� ���!�� �����  ���������. ��� �� �� ��� ���)��� ����
/1)�1���0� ��� � ������ �� �� ��� �������� ���� /1�1���0
 5��� +����� ��� �� �������
)��� ���� �#������� )���� ��%� ��� ���� ���� �� ��� +���� ���" �������
 (���� ��� �)�
���� ������
 ?� ��� ����� ��������� �!����� /���%�0 �� �������� �� ���!�� �!�����
/����)0. ��� �������� ������������ ��� �������� +������ ���%���� �" ��� �!�����
����
 (�� ���� ����� �� ��� �� �� ���)� %������"� ���� +������ /���%�0 ��� !�+������
/����)0


T

Estimated
velocity

Each step in
encoder position
causes a noise
pulse in
estimated
velocity.  The
pulse is one
sample (T) long.

Actual
position

Encoder
position
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(�� ���� ��������%� �������� �"����� ��'!��� ��� ��� ���  ����
 (��� ����� ����
)��� � ���%� �"���� �!�� ��%� '!����"� $>; )��� �� ������%��" ��� �
 @��� ���� ���
������� ����� ��%� �� �'!�%����� �� � ������������  ���
 1�� �-������ ;32 ��������
����� !�� ��� HH2FF  ��� ��� ��� ���� �!����� �� ��� %������" ���� $>;
 $� ��������%�
�"����� ��%� � ��� � $>; /�� ��� �'!�%�����0� ��� $>; �����+�� �����
 (��� �����
'!��� ���%�� ��� ���� �������%� �� �����!���� ��������
 /(��� �� ��� �� ��� �������
��� ���� ��������%� ���%�� ���� ��� �� ���� �������� �����!����
0 (��� �� �����#
������� �� 1� !�� �	#�� )���� �������� �����!���� ����� �� 6-�������� �	&� )���
$>; ��� �� �

 ��� �
�


E�� � ���� ������� ���� ������� ���� ��� �"���� ��" �� �������
 �������� ��� �����
�� � ������� �������, *��� ��� ������� ������� ��� �� ��� �����  ��� �� ��)
 & ��)
�����  ��� ��'!���� � ��� � ����������  ��� �� ���%��� ���������� ����� ����  ���
 1��
�-������ �� ��� ������� ��!����� ���  ���� $>;� �!�� ��!��� �� �������� ���� ������#
�����
 3� ��������� ��� ���#��#��� ������������ ��  ��� ��� ������� ����� ������ ��
����������� �� ��������� �� ������� ��" ��� �� �!��" ����������� �" �� ���  ����
 (���
�� ����!�� ���������� ��������� )��� ����� ���%��� ���  ��� ���� ���� ������ ����
�� �
 $����� )��� ��� ���� ������� �� ���������� ��� ����  ��� /$>;0 )��� ������ ��)�"�
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��������� �%�� �� ��� �������� �� ���� ���� ������������
 (��� ������� ���� ������ �������
������ ��� �� %��!�� �� $>;� )���� ����� ��� �"���� ���� �!��������� �� �����!����
�����
 (�� ���������� ������ ��� ���!���� ���� !��� 6-�������� �	&
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7����!���� ����� ��� �� ���!��� �" ����� +������ �� ��� �� ����� ������, �� ���
�������� ����� �� ��� ���)��� ����� ��� !��� ��� �!����� ���� �� �� �������� +����

(���� +����� ��� ���)� �� 1� !�� �	#�
 1������ ���!�� ����� �!� �� ��� �-����� �� ����� 
����� �� � )���� ��!��� �%������� ��� ����������"� �� ����!���� �� �������� �� 	� ��� �


1������� ��� �������� �� ��� ���!��� ����� �" �������� ��� %������" ����� �!���

(��� +���� �� !�!���" � ��� ��# �� ��!���#���� ��)#���� +���� )��� � ����)���� ���� ���
��������� �� ��� �������� �� ��� �����������
 *��� ��������� ��� ����)���� �� ���
��)#���� +���� ���!�� �� ��� ��)�� ��� ���� ��������%� ������������. ��� ��� ����
��������%� ������������� �� ���!�� �� ��� �� ��� �� ���� ��� ��� �� �����
 1� !�� �	#�
/�� ��#���� ���� �����0 ��� ���) ��� ������ �� � 		�#89 ��� ��#���� +���� ������� �� ���
%������" ���������� �!� �� � ���	���� ������ ����. ��� ������ �� +������ ���� �� �� ���%�
��� ������!�� �� ��� ����� �!���
 (��� ����� �� ��� �-����� �� ��� ����� �� ���� �
		�#89 +����� )���� �� ���������� ��� ���� ������������
 1�� ������������ )����
��������%����� �� ��� � ������" �������� � ��)��#����)���� +���� )��� ���%���  ������
����� ���!������ ������� ����)�� ��� !�� �� � ������� �������� ��%���


(�� ����� ���� ��� +������ %������" �� ��� �������� �� ��� %������"#���� �!���� 
4!������� )���� �� �� ��%����� ��� ���� ��������� �" ��� %������" ����������� )���� ��� ����
�-����� �� � ;3 ����������
 (�� ������������  ��� �����+�� ��� �����. ��� ������ �� ���
���� ����� �� ����� ����!�� ��� ���'!���" �� �����!���� ����� �� �� � ��� �� �������� �"
��� ���� �����
 (�� ����� �� ���� �����!���� �" ��� +���� �� ��� ���)��� ���� /1)�1���0

(�� ���)��� +���� ���� �� � �)�#���� ��)#���� +���� )��� �� ���#89 ����� ���'!���". ����
���'!���" �� ������%��" �� �� �� ��� ������� �������� �� ���%����


(�� �!����� ������� �� ��� �� ��� �!����� ����� )����  �������� ��� ���!�� �!�����

(�� �!����� ���� ���� �� ����������� �" �� ����� �!����� ����������
 ���� �� ����
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 � ������������ �� � ���� �����!

����������� ����" !�� �� ���� �!����� �����
 (���� ����� �!� �� �!�� �� ��� ������
����� ���� ��� �� ���� %������" ����� �"������" ��!� �� �� �� ����� �� ���
 (�� �����������
�� ������ ����� ���� ��� �!����� ���� �� �!�� ������ ���� ��� %������" ���� ����� ���
��� �!������ �� ��!�"�� ��� %������" ����� ��� ����� ����� �� � ���������� ������+��#
����
 (�� �!����� ����� ���%��� �������� �������� �� ��� ����)����
 $���� ���
�!����� ���� ����)���� �� ������%��" �� � /���890� ��� �������� �� �������


(�� ���!������ ��� ���� �-����� ��� ���� ���� ��� ���� �!�� �� ��������%�
 (�!�� ���
+����� ��� ��� ������%��" �� � ����)������ ��� ��)��� ���� ��� 		�#89 �������� +����
 &�
� ���!��� ��� �������� �������� )�� ������ ��� ��� �!����� ������ ���� ���� ��������
���� �� ���!� � ����
 (�� %������" ���� �� �����" ��������%� ��� ������ ���%� �"�����

(�� �#��� ������ ��" �� ��" ��� �� � ������� ��� �  �%�� �����������
 3� ���� ��� �� ���
�������� �� �� � ���! �� ��� �������� �������� ������ )�!�� ��%� ����������� �����!#
����
 1�� ���� �-������ ��� �����!���� )�� 	��� ��!���:��%��!����� �'!�%����� �� � ���	#
���� ������� �� �� � ��#��� 72�
 (��� �����!���� �� ������%��" ������ ��� )��� ��� )��� ��
���" ������������
 @��� ���� ��� ��� ������� ���� ��� ��� ���  ��� $>; )�!�� ��%� ����
������ ��� ��� �!����� ������ )�!�� ��%�  ��� !� �������������"
 ���� ���!������
������������ ��'!��� ���)��� ����# ��� ����#���� ��������


���! ������������ *�� ���������� ����������

(�� ���� ����� �����)��� )�" �� �������� �����!���� �� �� !�� � �������� ��%��� )���
�� ��� ���� ��!��
 5�"��� ����� ����� ��� ��%���� ����� ����� �� �������� �����!����


������ ��� �,� *�
������

��: �� !���� 8%��� !�%�

�� /�
���

(�� �:% ��������	����� �� ����& ����� ��������� ������ �������� �����!���� �" ����!�#
�� ������� ����� �� )���� ������� ����������� ���!� ������ ���� �����" ��!���� 
������� ����������� ��� ������ ����
 G��� ������ ������������ ��� �����!���� �� ���
���� ����!������ �� ��� ������ �����%�� I ������� ��%���� �!����� ������������. �"
����������� !��� �:% �������������� ��� �����!���� ��� �� � �����������
 $�� ���
�-����� �� 1� !�� �	#��


(�� �%��� � ����� �� 1� !�� �	#�� �� �� ���:���
 8�)�%��� �!��� ��� �
�����
���)��� �������� ��� ������� ��%�� � ��!���� �� �
��� ���� �� �� �� �������� ����
�� � ���:��� /��� ���%�������� ��� �����!���� �� ���� �-����� �� �
��� ��� ��� ���
������ ���� �� �
��� ���0
 (�� ������ ������������ ���)��� ��� ������ ���� ���
��� ������� ����� ������� �����!���� �����
 ?%�� � ��� �� ������ �� ����� ���
�%��� � ������� %������" )�!�� ������ �� �� ���:���� �!� ��� ����� ��� ��"  �%��
������ )�!�� �� �� �!�� �� 	� ��!��:������� �'!�%����� ���� �� 	� ���:���� ��
��
�7;�


(�� �:% ������������� ������ )���� �" !��� ����)��� �� ����!�� ��� ���� ����
��� ���� ������� ���������� ���� �����
 ���� ��������������� )��� ������� ����)���
������ ��� ����!�� ���� �� �� ���!���" �� � ����������� �� ��
 (�� �:% �������������

�	�� �����
�����
 ��� �
����
�
� ��
������
 � �'�
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��	
������������ ������
��������	�������������������� � 	

 � ������������ �� � ���� �����!

������ ���� ��� ���" �� � +-�� ������ ���� �!� ������� �������� ��� %������"#
���������� ����!�� ��� ������ �����������,

�� � ��� � ��������� � ����� ������

1�� 1� !�� �	#�� ���� /)��� ��� ���������� ��� ���� ���� �����0 �� �
���� ��� ���
�" �� �
���� ���� �� ��� �:% %������" �� �������,

������� ��������������� ������� � �� �������

(�� �:% ������ ���� ����� ��� ����� �������%��" �� ��� ������� ��	��'���	� �������
����!���� �� $������ 

�
�
�
 8�)�%��� �:% ���� ��� ����� �� � ���������" )��� ���
����� �� ������� ���)�"� �� ��� �%����� �����%����� �� ����� �� ������� �" ��� ��%����
�����9����� ������ )��� �� ���� ���� �� ��) �����


������ #
�� .�������

$��� �������� ���%��� ���!������ &#������� ��� 5#������� �������� <���
�= ������
���� ��� �� ���� �� ���� ���)� �� 1� !�� �	#�
 (���� �������� ��� ����!��� �� ����� 
�� ���� ��� ��� �� ������������ �
�B���� ����� ���� +���" ���� ��� �'!�%����� �� ����
������� �� ����
 ("����� ���� ��!��� ��� ���� �������� ��� 
��B���� ����� ��� ��%��!#
����. ���� ��� ����� ��� ���!� 
��B���� ���!������ �"���� �� �������� & ��� 5 ��� ����
���������� ��%��!���� �� ��� �������
 8�)�%��� ����!�� �� �������������� �� �� ���#
��� ��� ���� �������� �� ���%��� ���� ���� � ������� ��!��� ��� ��%��!����� )���

t =
0.0003

t =
0.0006

t =
0.0009

t =
0.0012

t =
0.0015

Controller
sample N – 1:

t = 0.0004

Controller
sample N :
t = 0.0014

0.003

0.006

0.009

0.012

True position
(V = 10 rad/sec)

Encoder output

0.000

P (rad)

Time (sec)

������ ����+� 8��


�� ��� 

�� ��� ���� � �- ���,���: ���2+ �����
���

�'' � ������� �	 �
�����
 �
� ��
�����




������������	
��	
������������ ������
��������	�������������������� � 	
� � ������������ �� � ���� �����!

��"��� ��� �����!���� �%������� �� �� ���� ��������
 &���� ���� �������� ��� ������%��"
���!����. ���� �����" ���� �������� ��%� �"���� ������ �� ���� ���� ������


(���� ��� �)� ������� )�" ����#������� ������'!�� ��� �����"��, �����!���� ���
��-��!� %������"
 7����!���� �� �� ���� �������� �� ������� �" ��� ���������� �� ���
����� ����! � )���� ������� �� �� ���%��� <��=
 6������� )��� �" ��!���� �� ��
����! � �)� �����, ��� ���������" ��� ��� ����� �������� �� ��� ������� �����
 E� ��
���%��� ����! � ����� ������ �" ��� �)� ����� ��� �� ����������" ������ ��� ������� ��
��� ������� ���� ��%��
 8� ��� �����!���� ��'!���� ������� �����
 $������ �����
�������� ��� ������!���" ��� �� �� �� ���� � ��� ��� ���������
 $���� ��� %��" �� �#
�����!���� ����������� �������� )�!�� ���� �� �� �� ����� ���� ���" )�!�� �� ��#
��������� �� �!���
 5���!�� ���� �������� ����������� )����� � ��� �� ����� ���" �����%�
%��" �� � �����!���� �!� ��'!��� ���" ���� )����� �����-������" �'!�%����� �� �����
!��� ��� �������� ��������


(�� ��-��!� %������" �� �� ���� �������� �� ����� ������� �" ��� ���'!���" �� ���
�!��!� �� ���
 (�� ���'!���" �!��!� ��� �� �#�����!���� �������� ��� �� '!��� �� �

1�� �-������ � ������#���� ������� ������� �� ����7;� �!��!�� � ���'!���" ��
��89
 ���" ������� �!��!� ��� �� ������  ������� �!�� � �� � ���'!���"� ��� ���"
���%�� ��!�� ��� ������ ��
 8�)�%��� )��� � ���� ������� ���� ����� �� �����" � ������
����!�� ��� ���� )�%�� ��� �� � ��) ���'!���". � ����#���� ���� ������� ������� ��
����7;�  �������� ���" ��� �89 �!� ���%���� �� ������������ �����!���� �� �������
���� ����� �� ���� ���� � ������� �����:��%��!����


@��� ���� ���" �� �#�����!���� �� ���� �������� !�� ����#������� ������'!�� �����#
����" �!� ���%��� ��� �� ��� �� ��� �� ���� ������ �� ��� �!��!� ��� �
 1�� �-������
� �
����#���� ������� ��" �� � �
��#���� ���� ������� )��� � ��#����� �������������
����!�� ������� � �� ���9�� �!��!�
 (��� �� ���� ������ ��� ������� ��� �� ����������� ��
��� !���
 (��� ������'!� ���%���� �� � ���!���" �!� ����� �!����� ���� ��� ���� ��
����!�� �� �#���'!���" �!��!� ��� �� �#�����!���� �� ����
 (�� ���!��� '!������ ��,
*�" ��� �!��!� ��� ���� �� ��� �������" �� ��� ���%�J ?�� ���)�� �� ���� ���" ������
������ �����������F ���%�� ������ ������ ����#������� �� ���� �������"� �����! � ���
�!���� ���� ��� �� ��������� 
 &���� ���" ���� �������� ��� ���� )��� � ���� ��������	�
���� ��(� � �������� ��%��� ���� ������������ ����#������� �� ���� ��� ���%���� ���� ��
� �� ���� �!��� ����� �� �� ��� �� ��� ���%�
 &� ���� ��%���� ������ ���� �� ������ ����#
������� �� ���� �������"� ��� ���� ��� ���� ������������� ��-�� ���!�� �������


?�� ���������� ����� �� ���� �������� �� ���� ��� �� ���� ��� ����� ��������� �� �
������ ������� �� ��� )�" �����%�� �� ���� ��� ���������
 5���!�� ��� ���� �������
����� ���� ����� �� ���� ���� ��� ������� �� ���� �� �����!����� �����%�� �� �����
� ������� ���� �� ����� ������� �� ������� ����� �� ����
 &� )�� ��� ���� )��� ���
�����%��� ��� ������� ���� ��� ��4��� ����� �� �� ��� ���� ������� �� ���� <��=


���" 
����� ����� ��� ,��-��.$������� ������

�"���� ����� �� ��)#���'!���" ����� ���� ������� )��� ���� ��%��!���� �� ��� ��������
��%���
 3� ��!��� ��)#���'!���" ���'!� ������ �� ������ �"�����
 (�� �����!���� ������

�	�� ������ ����� �
� ��������������� ������ � �')



������������	
��	
������������ ������
��������	�������������������� � 	�� � ������������ �� � ���� �����!

����!���� �������  ������� �� �#���'!���" ����!��������. ��� !���������� ������� ���
!�!���" �!����� ����� ��� %��������
 5" ��������� �"���� ������ ��!�� ��)#���'!���"
���'!� ������ �� ��� ����� �����
 & �"����� ��)#���'!���" ����� �� �� ���!� �)� ��
��!� ����� ��� ����� ��%��!����� � �������� �� ��� ���'!���" �� �����!���� ������

6������ �� �"������ ������ ������ �� +������ )��� ���" ��� ��) ���! � �� �� �� �� ����)
��� %������" ���� ����)����
 1�� �-������ �� ��7;�� � �)�#�����#���#��% �"���� �����
)�!��  ������� �#89 ������� )��� ����) ��� ����� �� � ��)#���� +���� �� ������ ��"
���%� �"����


�"���� ������ ��� ��!��� �" ������������� �� ��� �������� ��%��� ��� �� ��� ��%���
��!���� 
 1�� �����%��� ����� ������������� ��� �� ��� )����� �����!������ ���
��������� ����������. ����� ��� 72� �������!��� �����!���" ����!�� �� ������ �!��
�� ����� �� ��� 2:& ���%������ ���� 72�� ���" �� �� ����!�� ��� ���� ��� ������ ��
��� ���!� �� ����
 1�� � �"����� ��� ��#����� �����%�� �"����� ��� �����%�� ����� ��
���)��� 	 ��� ������� ��� ��� 72� ����� �� ���)��� � ��� �������
 7����%��#
��!���� �����!���" ��� �������!�� ���� ����� �� )���
 7����%��� ��� �������"
�!��� �� �)� ��"���� ��!��� ��� ���������
 8�!��� �����%��� /1� !�� �	#��0 ��%� �����
�)� ������ �"����
 (�� �����%�� ��!��� �� ��!���� �� ��� ����� ��!��� . ���
����� ��� �����%�� ������ ��� �����������" ��������� )��� � ��!���� ���� ����)�
����� ��� ����� �����!������ ���)��� ��� �)� ������
 8�!��� �����%��� ��%� ������
��!���� �����!���"


������ ������ 2�%��� ���������

�)- � ������� �	 �
�����
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� ��
�����
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��������	�������������������� � 	�� � ������������ �� � ���� �����!

1�������� �����%��� /1� !�� �	#��0 ���" �� ��� ����� ������ �"����
 (�� �����
����� �-����� ����! � ��� �����%��. ��� �����%�� ����� �� +-�� �������" �� ��� �����
�����
 (��� ���!��� ����� ��� �� �" %���!� �� ���������� ��� ��!���� 
 1��������
�����%��� ��� ���!�� ���� �" �������"�� ��� �������� �������" ��� ���!��� ��������

8�)�%��� ��������� �����%��� ����� ��%� ���������� ����� ����!�� �� ������������� ��
��� ��!���� �� ��� �����%�� ������ )��� ������� �� ��� �����%�� �����
 1��������
�����%��� ���" �� ��� ����� �����. ���" ������ �� ��� ��� �� )��� �� ��� ����� ��
� ��!��� �����%��� )���� ������ �� �����!����# ���� ������ � ��� �������� 
 ("��#
����"� ��������� �����%��� �������!�� �� ���������� ��!���� �����!���" �� � �� ������


6������� ���� ��%� ��)#���'!���" �����!���"� �����! � !�!���" ������� ���� ���� ��
�����%���
 3��!������ �������� ��� �������" �%������� )��� ��)#���'!���" �����!������
!���� ������
 &���� ���!������ �������� ��� !�!���" ��!��� �� ���� ��!���� �����!#
���" �� ��� �� ���!�
 8�)�%��� ���-�����%� �������� ��� �������" ���%���� �� HH���FF ��
��������� ����
 (���� �������� ����� ��%� �����!������ �� �� � �� �������� ���� ���� 
���������� ���" ���� �!���� ���� �� ��� ��!���� �����!���"


$� ��� ����� �"���� ����� ���� ��� �������� ��%��� ��� �� �� �-���� �� ��������
�����! � �
B������� ��� �����%��� ��� �B������� ��� �������� ��� ���� �"����� ��
���!������ �"�����
 (��� ��" ��!�� ������ ���� ���" � �������� �� � �� ���� �!� ����
����� ���  ������� � �!������� �" ��� � ���!�� �� ���'!� ������


������ ������ 4�������� ���������

�	�� ������ ����� �
� ��������������� ������ � �)�
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��������	�������������������� � 	�	 � ������������ �� � ���� �����!

������ 7����

� "
����

>������" ����� ��� �� ����!����� �������" ���� �������� �����
 ;������� ����� %���!� ����
��� ��" ��������� �� �"������ ����� ��  �%�� ��

�6��� 
 �6�;6&K � ����� � �����

)���� �6�;6&K �� ��� ���� �� ��� ����� �� ���� " �� ��� ��������� ��� �/�0 �� �����
�������� �� � �!������ �� ����
 >������" ����� �� ��� ����%���%� �� �������� ����� )���
������� �� ���� �� �������� �����
 G��� ��� ����� �!�� �� ���������������,

�6��� 
 ��6������ � �6�;6&K �� ������� � ����� � ��������

@���� ���� ��/�0:�� �� %������"� %������" ������ �� � �������� �� %������" �� ������� �� ���
���� �� �������� ����� �" � ������ ����!��,

�6 ;6&K:) � �6�;6&K �"

)��� ��� ����� �� $3 !����
 1�� �-������ ��� %������" ����� �� � �������� �� �����
%������" �� � �"���� )��� ��	����� /�
��		 ���0 ����� �� ��� 	�� �������� )�!�� ��%�
������� �� �� �
��� %������" ����� �!� �� ���� ���������


(�� %������" ����� �� ��D����� �������" �� ��� %������" �������� �� ��� )��� ��� ���!��
����� ����� �� ��������
 ?� ��!���� ��� ���%� ����� )��� �� ���!�� ��� ������ �� ���
%������" �� ���. !�����!�����"� ��� ���" )�" �� ������ ������ �� ��� �������� �� ��� �� ��
������ ���'!� ������ ���� ���!��� ������ �� ��� ���!�� �����
 (��� ���!��� �� �� �����%�����
�� ��� �������� �� ��� )���� ���!���" )������� ��� ���!�� %������"
 3� ����� �� ��� ���%�#
���� ����)���� �� �� � ���! � �� ���������� �� ��� ������ ���'!���"� �� ��� ���!�� ��%���
���'!� ������ �� ������ �� ����� ���� �-���� ���" �� � �������� �� ���
 ?� ��� ����� ����� ��
��� ������ ���'!���" �� )��� ���%� ��� ���%� ����)����� ��� ���%� ���� ���� ��� �������.
��� ����� ����� �� ������%��" ������� �!� ��� �������� �� ��� ��������� ������


������ ���;%� "
����

(��'!� ������ �� � �!������ �� %������" ������ ��� ��� ���%� �������� �� ��� ������
���'!���"
 (��'!� ������ ���� �"������ ����� �� ������ �� ����"9� ���� ��� �����!���� �����
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Φ WINDING

ΦF-MAGNET

ΦT

 ΦF-MAGNET

ΦT

ΦF-WEAKENED

Φ F-WINDING

Φ F-MAGNET

θE = 110° (θA = 20°)

(a)  Winding flux
      depicted with 20°
      angle advance

(b)  Winding flux depicted with 
       components at 0° and 90°

(c)  Winding flux component at
      90° combined with field flux
      to show weakened field
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sin(θE + θA – 240°)

sin(θE + θA – 120°)

sin(θE + θA)

d
dt
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A current
controller

B current
controller

C current
controller
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Sharp peaks at the resonance and 
antiresonance frequencies result from low KCV.
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≈ 30 dBLoop gain in absence of
compliance

�
���� �	�#� +!
�����! ��	
 !��� ��� � �*��
� ���� ����������* ���� �#�
	 �
������
�

�	�� ����� ���
����� ��� 
����
���������

� 
�����
�
�� � 
�,



������������	
��	
������������ ������
��������	�������������������� � �	
 � ������������ �� � ���� !����"

������ -�
�������
	#����� -���������*

D�
� ���	
��� 	����
��� ��

�����
�� 
�� 
�

�� ������
 ��

���� ����� 
�� ��
�	<����
	�
����
 �	�,������ A�	�� 
�� 8�3���� �������" �

��
����� ��
������

 
�� ���� �	��

�� ��
�	� ��
�	� 
� 
�� �3����� �� ������" � ����� ���
��
 ���"�	 �� � 	����	 �����
4� ���	 ���� ����
 ��

 ����"�� 
�� ���"�	 	�����
 ����

 

�
����	�( �
 
��
�
�	�,������
 
�� ���	
�� �� 
�� FF�������
�CC )���	 ����� 
�� 	����	 ����� ��� 
��
���"�	+ �������
 
� 
��
 �� ���	 ����� /�����	��� ��
� ���	
��� 	����
��� ��

�����
��

�� �������" ��
������

 
�� ���� 
� 
��
 
�� ���	
�� �
 ��"� �	�,����� ����
 
� 
��
 ��

�� ��
�	� ��������" 
��
 ���� "��� ���	��
�
 �
 ���	
�� ����
� 
�� �����
��� ���	��
� ��
���	
�� ���	��
�
 ���� "��� �� �� �����
 ���	�3���
��� �,��� 
� )�� � �1+@���

%�"�	� &' ' ���

 
�� 
	��
��	 ����
��� �� 
�� ��������
 ��
�	 ��� ���� �"���


��
��� ����
 	��	�
��
��" 
�� 	�"�� ��
�	 ��� ���� )�����+ ��� �� 
�� ��
�	 ����
)�����+� #
 ��� �	�,������
� 
�� �������
� ���	���
 
�� 	�"�� ��
�	 ��� ����( �
 ��"�
�	�,������
� �
 ���	���
 
�� ��
�	 ���	
��� $��
 �������	 ��
� ��� �� 
��� �� 
�� 
	��
��	
����
��� )
���� �� %�"�	� &' '+� #
 ��� �	�,������
� � �
 ��	� 
���� ��� 
�� 
�	� �� 
��
�	��!�

 	�����
 
� ���
�� ������" ���� �@)�� � �1+��� #
 ��"� �	�,������
� ���	� � �

��	� ��	"�� 
�� 
�	� �� 
�� �	��!�

 �
 ������
�� �� 
�� �� 
�	�
 ��� 	�����
 
�
)�� � �1+@��( � ��

�� ��"��	� 	�����
 
�� ���	��� ����
��� 
� &@�����

# !�� ���	��
�	�

�� �� ���	
��� 	����
��� ��

�����
� �
 
��
 
�� �	�,����� �� �
����� 

��� ����	
 ������ ��
�� ���� ������ 
�� 	�
����
 �	�,����� �� 
�� ��
�	 ��� �����
# ���
�� ���� ���
 ��	 � 
�

�� ���
	�����" 
�� ��
�	 ��� ���� �� %�"�	� &' ' �
 
����
�� %�"�	� &' E� %	�� %�"�	� &' '� 
�� 	�
����
 �	�,����� �
 ����
 &'� A7( ������	�

�� �	�,����� �� �
�����
��� )
��
 �
� ��
� ��3���� ���!��"+ �
 ����
 �'�A7� 4�

�����
�

1
JM s

1
(JM + JL )s 

∆ = 20 dB 

(JM + JL 

)s 

 
 
 

s2 + KCV s + KS
JM + JL

JM JL

JLS 

2 + KCV s + KS1

�
���� �	�	� ���� � !
���
�� ���" ��	
 !��� �� ����� �
�!���
 ��� � �
������� ���
�* �� 	
��������

��
�������
	#����� ����������*�


�. � ������� �	 �
���
���� ��� ���
�����



������������	
��	
������������ ������
��������	�������������������� � �	� � ������������ �� � ���� !����"

�� ���	
��� 	����
��� ��

�����
� ����
 �	�� � "��� ���	��
� 
��
 ����	
 ���	 � ����
�	�,����� 	��"�� ��
 �	�� � ��		�� "��� 
��!� �
 ��
� 
���� 	�
������� $��
 
��
�	�,����� �� �
�����
��� ��� ����	 ������	� ����� 
�� 	�
����
 �	�,����� �� 
��
��
�	 ��� ����� /���� 
�� �	����� ����	
 ���	 
��� � ���� �	�,����� 	��"�� 	���		��"

� �
 �
 FF	�
������CC ��� �� � ��
����	�

$�� 
�

��
 ��
� ��

�����
� ��� 
� ���	
��� 	����
��� ������ ���� �
 �� 
�� ����
���	
�� ��	� 	������� �
 ���

 ���	 
�� �	�,����� �� ��

�����
�� $��
 �
 �����

	�
�� ��
%�"�	� &' �� ����� 
���
 
�� �������� �*� ��� ��
�	 	�
���
�� ��� ��	 
�� 
�

��
�� %�"�	� &' E� 4� %�"�	� &' ��� 
�� 

�� 	�
���
� �
 
���� �� 
�� �	�"���� 
�

��
)�� � ����� ��� �1 � ���� �	
��+� 4� %�"�	� &' ��� 
�� 

�� 	�
���
� �
 
���� �� 
��

��� 
�

��� ��
� 
�� 
��� ����"� ����" 
� 
�
 �1 
� ?�???& !" ��� � ����� 
� ��� 
��

�1 ��
 �� 
�"��=���
 �����
� $�� �������	 �� 
�� 
�� 
�

��
 �
 
�� �	�,����� ��
��

�����
� �
 ����

 ����
����� �
 �
 �����

	�
�� �� 
�����	 �	�,������
� ��"��
����
��� ��	�
��� �� ��"� �	�,����� 	��"��"�

$�� 
���� ���

�� �� � ������� ��
�� �	�����
 � ���� �
 
� ���
��	 
�� 
�

��

����	
 �	�� 
���� �	 	������ ���	
�� 	�
������� # ������� ��
� 
���� 	�
������ ����
�
����� ���
 � ��	� ��
��� 
������" ���� ��!� � 
����" ��	!� $�� �	�,����� ��
�
�����
��� �
 ������������ =3��� ��� ����"��" ���
	����	 "���
 ��� ����"� 
�� �� 

��
�
� �� 
�� �
�����
���
 ��
 ��	����� ���� ��
 ����"� 
�� ��
��� 4��	
��� 	����
���
	�
������ �
 �����	��
( 
�� �	�,����� �� �
�����
��� �
 ��8������ �� 
�� ���
	�� ����
"���� /��� ��	��
��� �� ���� "��� ��	��" ���	�
��� �
 ������� ��� ���� 
���

�	�����
 � ��		�
������" 
���
 �� 
�� �	�,����� �� ��

�����
�� )%�	 �3������ ��		��
 ����

Resonant frequency
170 Hz

(see Figure 16-6)
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Raising KS increases
the resonant frequency …

… but can
reduce GM
if the
resonant
frequency
remains
below the
phase
crossover

KS = 2000 Nm /rad

KS = 10,000 Nm  /rad

Phase crossover frequency
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Raising KS increases
the resonant frequency …

KS = 2000 Nm /rad

KS = 10,000 Nm /rad

… and can
eliminate the
2nd and 3rd
gain
crossover
frequencies
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Velocity loop
bandwidth ≈ 75 Hz
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TSETTLE
≈ 15 msec

TMOVE
≈ 33 msec
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from high
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Velocity loop BW = 77 Hz
(“Position Loop” = OFF)

+
Position loop BW = 33 Hz
(“Position Loop” = ON)
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TSETTLE ≈ 12 msec  TSETTLE  ≈ 8 msec 
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Sensed feedback
(>20 dB peaking)
Note:  KVP = 1.85

Bandwidth of
observer-based
system: ~250 Hz 

System with 
observed feedback
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GPC(s)
KT

JT

IF

_

+ PM1
s

VM1
s

AM

KAFB

IC

AM, in units
of current

This signal reduces
commanded current in

proportion to
measured acceleration

Current loop

KT

JT
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(1+ KAFB) JT

IF PM

1

s

VM

1

s

AMIC

GC(s) GPC(s)1+ KAFB

VC

+
_

Motor

KT

PI Controller

TD

+

+

Scale the PI output up by the same
amount effective inertia increases

%����� �	& -� 2��
���+ �

��
���� ����. 

 �.����A�. ����������

 	��.���:�

�	�� �����������
 �������� � !$>



������������	
��	
������������ ������
��������	�������������������� � ��� � ����������� ��!�!���� "����#

������ ���
' 4������. ����������



'��	
�	
 ���	�	
����� �� � �������	 ���	
�����	 ��
 ���	�	
����� �		
���� �� ����
����	�� ��	
	 ����� � �	��
��	 ���	�	
����� �	���
 �� ���
�������� )��� � ����	� ��
����� �� ����
	 3;�:3� ��	 ���	
�	
 ���	�	
������ �'� �� ����	
 �� ��

	�� ����� ��


	
���	
 �
�� ��	 ��

	�� ������
� ��	 �	
� �� �!�5 ����	� ��	 ����
�� ��� ����
���� �� �� 
�
 �� ����
	 3;�:8�

������ ��������
� ���- ���
' 4������. ����������

 5��.���:

-"�	
��	�� 3;- ��
	�� ��	 ���	�	
�������		
���� ����	� �� ����
	 3;�:3 <�		 ����
	
3;�::=� ��	 �	������ ���� ��	� ��	 ���	
�	
 �	������ �		
���� �� ����	 ��	 �����
! �����	 �	
�� ��-��?$�-��� �� ��
�	
 �� ��	 ������ �	��	
 �� ��	 ��
	� �� ����	
�
��	 ��

	������� ������ �� ���	�	
����� �����> �� ����	
� ��	 ���	
�	
 ���	�	
����� ��
��

	�� ������ ��	 �	
� �� �!�5 �� ��
�	
 ��� � ������� ����� <�� ������ �	��	
= ��

��	
 �� ����	 ��	 ����
�� ��� ������� �������	�� ���� ����
	 3;�:8� !� 	"������ ����� ��
��	
 �� 	���
	 ���� ��	 ��"���� ������
	
 ��

	�� �� ������ ������ ��	 ������� ��
��	 ���	
 ����	� ��	 �� � ����� ����� ��	 ����	� 
	�����	 �� � ��
%�	 
����
����	
<��	 ������
 �	�	
���
 
	������ �� @	
�=�
��	 ���
��	�	�� �� ���	�	
����� �		
���� �� 	��
	�� �� ��	 ��	��
����
����	


	�����	� �� ����� �� ����
	 3;�:E� 2	���� ���� ������� ���	�	
����� �		
����� ��	
����
�� ��� ����� �	
	 �	� �� ���� �� ��� �
�������> ��	 �������	�	
�������		
����

_

+

VC

1

JT s

TD

ADO

AO

IC IF

VO

_

+

+

+

+

+

POE

PO

VF
Motor

Motor
model

Control
law

PM = PF+

Tz
`

Tz

z – 1 z – 1

GCO(s)

GC(s) GPC(s)

z - 1 
Tz

Sensor
model

Observed
acceleration

(in units
of current)

Observed
acceleration

KAFB

1

s

Sensor

VM

KTEst

KTEst

JTEst

JTEst

VS

_
1 + KAFB KT
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Appendix A

Active Analog Implementation of
Controller Elements

This appendix will discuss the implementation of many of the operations from Table
2-1 based on op-amps.

Integrator

Figure A-1 shows the standard op-amp integrator. The ideal transfer function of the
circuit is

TðsÞ ¼ 1

R1C1s
ðA:1Þ

Notice that Figure A-1 shows the output as �output since this is an inverting
integrator. The zener diodes D1 and D2 clamp the op-amp output voltage; without
these diodes, the output will be limited by the power supply voltages, or rails. Zener
diodes leak, an undesirable characteristic where a small amount of current flows through
the diode even though the applied voltage is well below the diode’s zener ratings. This
degrades the integrator accuracy when the input voltage is small. Capacitors also leak;
usually low-leakage capacitors, such as monolithic ceramic capacitors, are used to
reduce this behavior. Low-leakage op-amps are often selected for the same reason.

If the input has high-frequency content such as noise, consider a low-pass R-C as an
input prefilter. High-frequency noise fed directly into an op-amp summing junction
can generate offset on the output.

R1

D1 D2

Input(t)

–Output(t)
+

–
C1

Figure A-1. Op-amp–based integration.

413



//SYS21///INTEGRAS/ELS/PAGINATION/ELSEVIER US/CSDG/3B2/FINALS_03-01-04/APPA.3D – 414 – [413–418/6] 12.1.2004 8:20PM

Differentiator

An op-amp–based differentiator is shown in Figure A-2; the transfer function is

TðsÞ ¼ R1
1

sC1
þ R2

¼ 1

C1R2sþ 1
sC1R1 ðA:2Þ

This circuit includes a low-pass filter to reduce the noise that will inevitably occur in
differentiation; the break frequency is at 1/(C1R2) rad/sec.

The implementation of differentiators can require empirical optimization, where the
break frequency of the filter is set as low as possible (i.e., raise the value of resistor R2 as
high as possible). When the break frequency is reduced, noise is reduced, but the circuit
acts less like a differentiator near or above the break frequency because the low-pass
filter adds phase lag. This reduces the phase lead of the transfer function further below
the ideal 90� as the excitation frequency approaches the low-pass break frequency. For
example, when the excitation frequency equals the low-pass break frequency, the phase
lead of this network is just 45� because of the 45� phase lag from the low-pass filter.

Lag Compensator

Figure A-3 shows an op-amp lag circuit. The transfer function of the circuit is

TðsÞ ¼ K
tZsþ 1

tPsþ 1

� �
ðA:3Þ

R2

Input(t)

– Output(t)
+

_
C1

R1

Figure A-2. Op-amp–based differentiator.

RI

CP

Input(t)

– Output(t)

RG

RP

+

_

Figure A-3. Op-amp–based lag compensator.
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where

K ¼ RG=RI

tZ ¼ RPCP

tP ¼ ðRP þ RGÞCP

Lag compensators are commonly used with infinite DC gain (remove RG), in which
case they become PI compensators. The transfer function becomes

TðsÞ ¼ KP 1þ KI

s

� �
ðA:4Þ

where

KP ¼ RP=RI

K1 ¼ 1=ðRPCPÞ

Lead Compensator

Figure A-4 shows an op-amp lead circuit. The ideal transfer function of the circuit is

TðsÞ ¼ K
tZsþ 1

tPsþ 1
ðA:5Þ

where

K ¼ RG=RF

tZ ¼ ðRZ þ RFÞCZ

tP ¼ RZCZ

Lead circuits are commonly used in series with feedback to advance the phase. The
maximum phase advance from a lead network occurs at the geometric mean of 1/tZ

RG
CZ

Input(t)

–Output(t)RF

RZ

+

_

Figure A-4. Op-amp–based lead compensator.
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and 1/tP(
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1/tZ � 1/tP

p
); when using lead networks, you should place this frequency at

the gain crossover frequency to maximize phase margin.
The ratio of tZ to tP is often called a. The larger a is, the more phase is added, but

also the more high-frequency noise the lead circuit will pass. For analog circuits, a is
usually limited to values of 4 to 10 because of noise considerations.

Lead-Lag Compensator

The lead and lag compensators of Figures A-3 and A-4 can be combined into a single
lead-lag compensator, as shown in Figure A-5. The lead network operates only on the
feedback; the lag network operates on both the command and the feedback. This
network allows many degrees of freedom for tuning but requires only one op-amp.
This method is discussed in Section 6.4.1.5.

Sallen-and-Key Low-Pass Filter

Among the numerous op-amp-based two-pole low-pass filters available [16,34,72], the
most popular may be the Sallen-and-Key filter shown in Figure A-6. The transfer
function of this circuit is

TSKðsÞ ¼ o2
N

s2 þ 2zoNsþ o2
N

ðA:6Þ

RC
CP

Input(t)

– Output(t)

RG

RP

CZ

RF

RZ

Feedback(t)

+

_

Figure A-5. Op-amp–based lead-lag compensator.

Input
OutputR1 R2

C2

C1

+

_

Figure A-6. Sallen-and-Key low-pass filter.
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where

o2
N ¼ 1

R1C1R2C2

2zoN ¼ R1 þ R2

R1R2C1

Adjustable Notch Filter

There are numerous active analog notch filters. One practical example is shown in
Figure A-7. This filter allows the adjustment of the notch frequency with a trimpot
(R4). The transfer function is:

TðsÞ ¼ s2 þ o2
N

s2 þ 2zoNsþ o2
N

ðA:7Þ

Set the filter components as follows:

1. Assume a setting for the trimpot R4 below 50% (x 	 0:25).
2. Set R1 ¼ R2.
3. Set R3 ¼ R4.
4. Select the desired z of the filter (usually between 0.2 and 0.5).
5. Select the desired notch frequency, FC.
6. Select C1 ¼ z/(R4 � 2p� FC).
7. Select C2 ¼ 1/fzR4 � 2p� FCx(1� x)g.
8. Adjust FC, the actual center frequency, using R4.

Input

Output

R1

R3

C2

C1

+

–

+

–

R4

R2

x

1 – x

Figure A-7. Analog notch filter.
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Appendix B

European Symbols for Block Diagrams

This appendix lists the symbols for the most common function blocks in formats
typically used in North America and in Europe. Block diagram symbols in most North
American papers, articles, and product documentation rely on text. Most linear
functions are described by their s-domain or z-domain transfer functions; non-
linear functions are described by their names ( friction and sin). On the other hand,
block diagram symbols in European literature are generally based on graphical
symbols. Linear functions are represented by the step response. There are exceptions
in both cases. In North American documentation, saturation and hysteresis are
typically shown symbolically, whereas European literature uses text for transcendental
functions.

Part I. Linear Functions

Function Typical North American symbol Typical European symbol

Integration 1
s

Differentiation s

First-order
low-pass

filter

K

K+s 

Delay of T e-sT
T

419
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Part II. Nonlinear Functions

Proportional
gain K

Proportional-
integral gain

KI
s + 1) KP(

Function Typical North American symbol Typical European symbol

Rectification +
-

3-Phase
rectification

+

-

AC
inverter

D-to-A
and

A-to-D

D-to-A

A-to-D

D
A

A
D

Resolver-to-digital
converter

R-to-D R
D

Hysteresis
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Saturation
(clamping)

Clamp

Saturation
(clamping)

with
synchronization
(anti wind-up)

KI
s + 1) KP(

Anti
wind-up

+

–

Inductance with
saturation

1
(L0+L2i2)s

iv

Transcendental
functions
(e.g., sin)

sin sin

Voltage-
controlled

oscillator (VCO)
VCO VCO

Friction Friction

PART II. NONLINEAR FUNCTIONS 3 421
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Appendix C

The Runge–Kutta Method

The Runge–Kutta method is a differential equation solver [82]. It provides the value of
the states of the system based on the value of the state derivatives (see Section 11.3). It
is a popular method because it is relatively simple and it converges well. One popular
version of the method is referred to as fourth-order. This algorithm is based on four
vectors, each of length n, where n is the order of the system:

x(t) The value of the system states after the algorithm has run
x0 The value of the system states before the algorithm has run
x(t) The value of the system state derivatives input to the algorithm
xSUM(t) TA vector for storing intermediate values

The method is based on a fixed time step, h. The algorithm calls the procedure
model four times during each time step; each call to model provides the value of the
derivatives of the states under slightly different conditions.

The Runge–Kutta Algorithm

The Runge–Kutta algorithm is

x0 ¼ x(t)
x0(t) ¼ model(x(t), t)
xSUM(t) ¼ x0(t)
x(t) ¼ x0 þ x0(t) � h/2
t ¼ tþ h/2
x0(t) ¼ model(x(t), t)
xSUM(t) ¼ xSUM(t) þ 2� x0(t)
x(t) ¼ x0 þ x0(t) � h/2
x0(t) ¼ model(x(t), t)
xSUM(t) ¼ xSUM(t) þ 2� x0(t)
x(t) ¼ x0 þ x0(t) � h
t ¼ tþ h/2
x0(t) ¼ model(x(t), t)
xSUM(t) ¼ xSUM(t) þ x0(t)
x(t) ¼ x0 þ xSUM(t) � h/6
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Basic Version of the Runge–Kutta Algorithm

The fourth-order Runge–Kutta algorithm is implemented in the following BASIC
program. The algorithm is implemented starting at line 9000. The earlier lines provide
an example with initialization (lines 10–230) and a model (lines 2000–2090).

10 REM RUNGE–KUTTA Simulation Program with example
20 REM
30 REM A program to simulate the time response of the fourth-
40 REM order Bessel filter. It uses fourth-
50 REM order Runge–Kutta to solve differential equations.
60 DIM X(20), X0(20), DX(20), SUM(20) :REM Workspace
80 A ¼ 4437 :REM These constants are for Bessel filter
90 B ¼ 8868000!
100 C ¼ 9:17E þ 09
110 D ¼ 4:068E þ 12
120 TMAX ¼ :01 :REM Run model for 10 msec
130 MAXPOINTS ¼ 100 :REM Number of time steps for model
140 PRINTPOINTS ¼ INT(MAXPOINTS/20) :REM Print 20 points of data
150 H ¼ TMAX/MAXPOINTS :REM Runge-Kutta time increment
160 N ¼ 4 :REM 4th-order filter
170 PRINT ‘‘Fourth-Order Bessel Filter Response To Step Input’’
180 FOR J ¼ 0 TO MAXPOINTS
190 REM
200 IF (INT(J/PRINTPOINTS) ¼ J/PRINTPOINTS) THEN PRINT USING

‘‘t ¼ ##:#### Vo ¼ ###:#####’’; T,X(1)
210 GOSUB 9000 :REM CALL RUNGE-KUTTA

220 NEXT J
230 END
2000 REM Place model at line 2000.

2010 REM
2020 REM This is a time-based model for a 4th-order Bessel filter
2040 VI ¼ 1 :REM Input is a step of 1 volt

2050 DX(1) ¼ X(2) :REM X(1) is Vo(t), X(2) is Vo0(t)
2060 DX(2) ¼ X(3) :REM X(3) is Vo00(t)
2070 DX(3) ¼ X(4) :REM X(4) is Vo000(t)
2080 DX(4) ¼ �A � X(4) � B � X(3) � C � X(2) � D � X(1) þ D � VI

2090 RETURN :REM end model with return

9000 REM This is a fourth-order RUNGE-KUTTA differential equation

9010 REM solver. The equations may be time varying and/or nonlinear.

9020 REM
9030 REM n order of equation

9040 REM x vector of length n containing the initial values

424 " APPENDIX C THE RUNGE–KUTTA METHOD
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9050 REM of the variable on entry to Runge and containing

9060 REM the final values (value at t þ h) at return.
9070 REM t time step in seconds (set to t þ h at return).
9080 REM h step size in seconds
9090 REM dx, xo, n length vectors for workspace.
9100 REM sum
9110 REM The model is a user-supplied subroutine beginning at
9120 REM line 2000.
9130 REM
9140 REM IMPORTANT!! RUNGECTR and SUM are internal to this routine.
9150 REM Do not use them elsewhere in your program.
9160 REM
9170 REM
9180 FOR RUNGECTR ¼ 1 TO N
9190 X(RUNGECTR) ¼ X0(RUNGECTR)
9200 NEXT RUNGECTR
9210 GOSUB 2000
9220 FOR RUNGECTR ¼ 1 TO N
9230 SUM (RUNGECTR) ¼ DX(RUNGECTR)
9240 X(RUNGECTR) ¼ XO(RUNGECTR) þ H � DX(RUNGECTR)/2
9250 NEXT RUNGECTR
9260 T ¼ T þ H/2
9270 GOSUB 2000
9280 FOR RUNGECTR ¼ 1 TO N
9290 SUM(RUNGECTR) ¼ SUM(RUNGECTR) þ 2 � DX(RUNGECTR)
9300 X(RUNGECTR) ¼ X0(RUNGECTR) þ H � DX(RUNGECTR)/2
9310 NEXT RUNGECTR
9320 GOSUB 2000
9330 FOR RUNGECTR ¼ 1 TO N
9340 SUM(RUNGECTR) ¼ SUM(RUNGECTR) þ 2 � DX(RUNGECTR)
9350 X(RUNGECTR) ¼ X0(RUNGECTR) þ H � DX(RUNGECTR)
9360 NEXT RUNGECTR
9370 T ¼ T þ H/2
9380 GOSUB 2000
9390 FOR RUNGECTR ¼ 1 TO N
9400 SUM(RUNGECTR) ¼ SUM(RUNGECTR) þ DX(RUNGECTR)
9410 X(RUNGECTR) ¼ X0(RUNGECTR) þ SUM(RUNGECTR) � H/6
9420 X0 (RUNGECTR) ¼ X(RUNGECTR)
9430 NEXT RUNGECTR
9440 RETURN

BASIC VERSION OF THE RUNGE–KUTTA ALGORITHM 3 425
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C Programming Language Version of the Runge–Kutta Algorithm

The fourth-order Runge–Kutta algorithm is shown here.
/* runge( )
*
* runge ( ) is a double-precision fourth-order RUNGE-KUTTA
* differential equation solver. The equations may be time
* varying and/or nonlinear.
*
* n order of equation
* x vector of length n containing the initial values
* of the variable on entry to runge and containing
* the final values (value at t þ h) on exit.
* t time step in seconds must be incremented in the model
* h step size in seconds
* model the user-supplied external routine that will supply
* runge ( ) with the values of the derivatives (dx) when
* supplied with the values of the functions (x) and time
* (t).
* dx, xo, sum n length vectors for workspace.
*
* This routine is based on the development given by Gupta,
* Bayless, and Peikari in ‘‘Circuit Analysis with
* Computer Applications to Problem Solving,’’ Intext Educational
* Publishers, 1972, pages 236 and following.
*
*/
void model (int, double *, double, double *);
void
runge (int n, double *x, double t, double h,

int (*model)(int, double *, double, double *),
double *dx, double *x0, double *sum)

{
int i;
for (i ¼ 0; i < n; x0[i] ¼ x[i],i þþ); /*assign x[ ] to x0[ ] */
(*model)(n,x,t,dx); /*execute the model*/
for (i ¼ 0; i < n; i þþ)

{
sum [i] ¼ dx[i]; /*sum dx */
x[i] ¼ x0[i] þ :5 � h� dx[i]; /*load x[ ] */
}

(*model)(n,x,t þ:5 � h, dx); /*execute the model again at a
*different time */

for (i ¼ 0; i < n; i þþ)
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{
sum [i]þ ¼ 2 * dx[i]; /*sum dx */
x[i] ¼ x0[i] þ :5 � h� dx[i]; /*load x[ ] */
}

(*model) (n,x,t þ :5 � h,dx); /*execute the model a third time */
for (i ¼ 0; i < n; i þþ)

{
sum[i]þ ¼ 2 � dx[i]; /*sum dx */
x[i] ¼ x0[i] þ h � dx[i]; /*load x[ ] */
}

(*model)(n,x,t þ h,dx); /*execute the model the fourth and last
*time at time t þ h � /

for (i ¼ 0; i < n; i þþ)
{
sum [i]þ ¼ dx[i]; /*sum dx last time */
x[i] ¼ x0[i] þ sum[i] � h/6.; /*finally, calc x[ ] */
}

}

H-File for C Programming Language Version

This is the h-file that accompanies the preceding C programming language version:
/*runge.h*/
void runge(int,double *, double,double,int *( ), double *, double *, double *);

H-FILE FOR C PROGRAMMING LANGUAGE VERSION 3 427
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Appendix D

Development of the Bilinear
Transformation

Bilinear Transformation

The bilinear transformation is so named because it approximates z with a ratio of two
linear functions in s. Begin with the definition of z:

z � esT ¼ esT=2

e�sT=2
ðD:1Þ

The Taylor series for esT is

z ¼ 1þ sT þ ðsTÞ
2!

þ ðsTÞ3
3!

þ � � � ðD:2Þ

Using the first two terms of the Taylor series for both the numerator and the
denominator of Equation D.1 produces

z ffi 1þ sT
�
2

1� sT
�
2

ðD:3Þ

Some algebra rearranges the equation to

s ffi 2

T

z� 1

zþ 1

� �
ðD:4Þ

As an alternative to Table 5-1, Equation D.4 can be used to provide a transfer
function in z that approximates any function of s.

Prewarping

Prewarping the bilinear transformation causes the phase and gain of the s-domain and
z-domain functions to be identical at the prewarping frequency. This is useful where
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exact equivalence is desired at a particular frequency, such as when using a notch filter.
Prewarping modifies the approximation of Equation D.4 to

s 	 o0

tanðo0T
�
2Þ

z� 1

zþ 1

� �
ðD:5Þ

where o0 is the prewarping frequency, the frequency at which exact equivalence is
desired. Recalling Euler’s formulas for sine and cosine:

cosðxÞ ¼ e jx þ e�jx

2
; sinðxÞ ¼ e jx � e�jx

2j
ðD:6Þ

and recalling that tan (x) ¼ sin (x)/ cos (x), Equation D.5 can be rewritten as

s ¼ o0 � 2j

e jo0T=2 � e�jo0T=2
� e

jo0T=2 þ e�jo0T=2

2

z� 1

zþ 1

� �

¼ jo0 � e
jo0T=2 þ e�jo0T=2

e jo0T=2 � e�jo0T=2

z� 1

zþ 1

� �

¼ jo0
e jo0T=2 þ e�jo0T=2

e jo0T=2 � e�jo0T=2

� �
esT � 1

esT þ 1

� �
ðD:7Þ

Our interest here is in steady-state response, so s ¼ jo:

s ¼ jo0
e jo0T=2 þ e�jo0T=2

e jo0T=2 � e�jo0T=2

� �
e joT � 1

e joT þ 1

� �
ðD:8Þ

Now, if e joT /2 is divided out of both the numerator and the denominator (on the right
side), the result is

s ¼ jo0
e jo0T=2 þ e�jo0T=2

e jo0T=2 � e�jo0T=2

� �
e joT=2 � e�joT=2

e joT=2 þ e�joT=2

� �
ðD:9Þ

So when o ¼ o0, most of the factors cancel out, leaving the exact value for s:

s ¼ jo

which means that when the transfer function is evaluated at the prewarping frequency,
the approximation is exactly correct.

Factoring Polynomials

Most methods of approximating functions of s with functions of z require that the
polynomials, at least the denominator, be factored. The bilinear transformation does
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not have this requirement, though the factored form usually requires less algebra, as
this example shows. Compare this function factored (Equation D.10) and unfactored
(Equation D.11):

TðsÞ ¼ 1

ðsþ 1Þ4 ðD:10Þ

TðsÞ ¼ 1

s4 þ 4s3 þ 6s2 þ 4sþ 1
ðD:11Þ

The factored form can be converted to z almost directly:

½T � ðzþ 1Þ�4
½2ðz� 1Þ þ Tðzþ 1Þ�4 ¼

½T=ðT þ 2Þ�4ðzþ 1Þ4
½zþ ðT � 2Þ=ðT þ 2Þ�4 ðD:12Þ

However, the unfactored form would require a considerable amount of algebra to
convert.

Phase Advancing

The approximation zþ 1 	 2ffoT /2 can be used to advance the phase of the z function
when the s function has fewer zeros than poles.

To begin:

zþ 1 ¼ e joT þ 1 ðD:13Þ

Dividing e joT /2 out of the right side yields

zþ 1 ¼ e joT=2ðe joT=2 þ e joT=2Þ ðD:14Þ

Recalling Euler’s formula, 2 cos (x) ¼ e jx þ e�jx, produces

zþ 1 ¼ 2e joT=2 cos
oT
2

� �
ðD:15Þ

Finally, when oT /2 is small, cos (oT /2) 	 1, so

zþ 1 	 2e joT=2 ¼ 2ff oT
2

� �
ðD:16Þ

This approximation is accurate enough for most applications since it is usually not
important that the gains of the s and z functions match at high frequencies.
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Appendix E

The Parallel Form of Digital Algorithms

As an alternative to the ‘‘controllable form’’ of Section 5.5, z-domain transfer func-
tions can be implemented with the parallel form. A transfer function of Equation 5.38
will be an example of the five-step process to implement the parallel form:

TðzÞ ¼ 1:4
z� 0:8

z� 0:6

� �
z

z� 1

� �
ðE:1Þ

1. Write the transfer function as the ratio of two (unfactored) polynomials. The
example from Equation E.1 is rewritten as

TðzÞ ¼ 1:4
z2 � 0:8z

z2 � 1:6zþ 0:6

� �
ðE:2Þ

2. Convert the function to the sum of a constant and a ratio of two polynomials,
where the order of the denominator is greater than the order of the numerator.
The preceding example becomes

TðzÞ ¼ 1:4þ 1:12z� 0:84

z2 � 1:6zþ 0:6
ðE:3Þ

3. Factor the denominator:

TðzÞ ¼ 1:4þ 1:12z� 0:84

ðz� 0:6Þðz� 1Þ ðE:4Þ

4. Divide the ratio of polynomials into the sum of the different factors using
partial fraction expansion. The preceding example is rewritten as a sum:

TðzÞ ¼ 1:4þ 0:42

z� 0:6
þ 0:7

z� 1
ðE:5Þ

5. Write the algorithm for this form. For our example, the algorithm is in three
steps:

a: Dn ¼ 0:6Dn�1 þ 0:42Rn�1 ðE:6Þ
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b: En ¼ En�1 þ 0:7Rn�1 ðE:7Þ
c: Cn ¼ 1:4Rn þDn þ En ðE:8Þ

This method can develop numerical difficulties when poles are close together. For
example, consider this transfer function:

TðzÞ ¼ z

z� 0:5

� �
z

z� 0:501

� �
ðE:9Þ

TðzÞ ¼ z2

z2 � 1:001zþ 0:2505
ðE:10Þ

The controllable form of the algorithm is

Cn ¼ Rn þ 1:001Cn�1 � 0:2505Cn�2 ðE:11Þ

However, the parallel form of this equation is

TðzÞ ¼ 1þ 1:001z� 0:2505

ðz� 0:5Þðz� 0:501Þ ðE:12Þ

TðzÞ ¼ 1� 250

z� 0:5
þ 251:001

z� 0:501
ðE:13Þ

The parallel algorithm is

a: Dn ¼ 0:500Dn�1 � 250Rn�1 ðE:14Þ

b: En ¼ 0:501En�1 þ 251:001Rn�1 ðE:15Þ

c: Cn ¼ Rn þDn þ En ðE:16Þ

The first few steps will demonstrate the difficulties with the parallel form. Assume that
C0, D0, and E0 are zero and that the input is a unit step: Rn ¼ 1. The first few steps of
the standard (nonparallel) form are

C0 ¼ 1

C1 ¼ 1þ 1:001 � 1 ¼ 2:001

C2 ¼ 1þ 1:001 � 2:001� 0:2505 � 1 ¼ 2:752501
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The first few steps of the parallel form are

D0 ¼ 0

E0 ¼ 0

C0 ¼ 1þ 0þ 0 ¼ 1

D1 ¼ �250

E1 ¼ þ251:001

C1 ¼ 1� 250þ 251:001 ¼ 2:001

D2 ¼ 0:500ð�250Þ � 250 � 1 ¼ �375

E2 ¼ 0:501 � 251:001þ 251:001 ¼ þ376:752501

C2 ¼ 1� 375þ 376:752501 ¼ 2:752501

The parallel form requires two extra places of accuracy (for Dn þ En) in calculations as
compared to the controllable form because the two poles are so close to each other.

One advantage of this form is that fewer old values need be stored. All calculations
are based on information from the last cycle (or two if there are complex poles).
However, the same space for storage is required (Dn and En compared to Cn�1 and
Cn�2 in the standard form).
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Appendix F

Basic Matrix Math

An n�m matrix (or array) has n rows and m columns. The element in row i and
column j of matrix A is A(i,j), or aij. For example, a two-by-two matrix is

A ¼ a11 a12
a21 a22

� �
ðF:1Þ

A vector is a matrix with one row (n� 1).

Matrix Summation

If two matrices have the same number of columns and the same number of rows, they
can be added together. Each element in the resulting matrix is the sum of the
corresponding elements in each of the original matrices. For example,

C ¼ A þ B ¼ a11 a12
a21 a22

� �
þ b11 b12

b21 b22

� �
¼ a11 þ b11 a12 þ b12

a21 þ b21 a22 þ b22

� �
ðF:2Þ

Matrix Multiplication

Two matrices can be multiplied together if the second matrix has the same number of
rows as the first matrix has columns. The multiplication for the element in column i
and row j is carried out according to Equation F.3:

Ci j ¼
Xm
k¼1

ðaik � akjÞ ðF:3Þ

where m is the number of columns in the first matrix or, equivalently, the number of
rows in the second matrix. For example,

C ¼ A � B ¼ a11 a12

a21 a22

� �
� b11 b12

b21 b22

� �

¼ a11 � b11 þ a12 � b21 a11 � b12 þ a12 � b22

a21 � b11 þ a22 � b21 a21 � b12 þ a22 � b22

� �
ðF:4Þ
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Matrix Scaling

Any matrix can be scaled by a constant by scaling each element of the matrix by that
constant. For example,

A=k ¼ a11
�
k a12

�
k

a21
�
k a22

�
k

� �
ðF:5Þ

Matrix Inversion

A square matrix (i.e., one where the number of rows and the number of columns are
equal) can be inverted. The matrix B is the inversion of A if

A � B ¼ I ðF:6Þ

where I is the identity matrix. The identity matrix has 1 in all the diagonal positions
(a11, a22, and so on) and zero in all other positions. An example of a two-by-two
identity matrix is

I ¼ 1 0
0 1

� �
ðF:7Þ

In the general case, inverting matrices is complicated, requiring sophisticated
numerical algorithms [82]. However, for the two-by-two matrix, B is the inverse of A if

B ¼
a22 �a12
�a21 a11

� �

a11 � a22 � a12 � a21
ðF:8Þ

This was used to derive Equation 16.2 from Equation 16.1.
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